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二 二 = 
出 局 
FOREWORD 


随 着 高 职高 专 教育 教学 改革 的 不 断 深 入 发 展 , 高 等 职业 院 校 的 教材 改革 也 势 在 必 行 。 
为 了 适应 新 的 职业 教育 人 才 培 养 的 要 求 ,提升 高 等 职业 技术 人 才 的 综合 职业 能 力 和 职业 
素养 ,力求 学 生 在 有 限 的 时 间 里 掌握 必 备 的 基础 理论 知识 .具体 运算 方法 以 及 解决 实际 问 
题 的 应 用 能 力 , 本 着 公共 基础 课 为 专业 课 服务 的 原则 ,编者 通过 深入 细致 的 调查 研究 以 及 


总 结 多 年 来 对 高 等 数学 的 教学 经 验 ,编写 了 这 本 《高 等 应 用 数学 )》。 


本 书 以 “高 职高 专 教育 高 等 数学 课程 教学 基本 要 求 " 和 “高 职高 专 教育 专业 人 才 培 养 
目标 及 规划 ”为 依据 ,以 “应 用 ”为 目的 ,以 “必需 、 够 用 ”为 度 的 原则 , 既 考 虑 到 人 才 培 养 的 
应 用 性 ,又 使 学 生 具 有 一 定 的 可 持续 发 展 能 力 。 可 供 高 职高 专 院 校 作 为 教材 使 用 。 

全 书 共 分 为 5 章 。 内 容 包括 : 函数 ,极限 与 连续 ,导数 与 微分 ,导数 的 应 用 ,不 定 积 
分 , 定 积分 及 其 应 用 。 本 书 每 节 后 配 有 实践 模块 ,每 章 后 配 有 综合 实 训 ,书后 附 有 参考 答 
案 , 教 师 可 根据 本 校 的 实际 特点 及 情况 进行 选择 。 建 议 学 时 数 为 54 一 64。 具 体 学 时 分 配 


如 下 : 
章节 


学 时 分 配 
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第 2 章 导数 与 微分 


第 3 章 导数 的 应 用 


第 4 章 不 定 积分 


第 5 章 定 积 分 及 其 应 用 


总 学 时 


64 学 时 


本 书 由 尹 江 艳 、 王 莹 老师 担任 主编 ,王丽丽 、 任 路 平 、 郭 宝 宇 、\ 杨 斌 老师 担任 副 主编 , 参 
加 编写 的 还 有 刘 颖 , 徐 莹 、 李 占 林 ,、 张 丹 、 李 靓 等 老师 ,在 此 表示 惠 心 的 感谢 ! 
本 书 是 针对 高 职高 专 高 等 数学 教学 改革 的 大 胆 尝试 ,由 于 编者 水 平 有 限 , 书 中 有 不 妥 


之 处 , 敬 请 广大 读者 和 同行 批评 、 指 正 。 


编 者 
2015 年 4 月 


目 录 


CONTENTS 


知识 模块 1.1 函数 和 
1.1.1 函数 的 概念 … a 
1.1.2 基本 初等 函数 i 
.a 2 
让 “条 嘻 画 戎 arearerromwawsossnieesooameaenisesrpaerneaawaaoaaessseraeaeaan 3 
应 用 模块 1. 1 3 
1.2.1 函数 的 极限 ， ” se 
1.3.2 无 穷 小 的 比较 …………… .14 
1.3.3 两 个 重要 极限 …… … 15 
六 用 模 妆 8， aaaaeaaa .. 
知识 模块 1. 4 函数 的 连续 性 …… 本 
1.4.1 函数 连续 性 的 定义 … - 
1.4.2 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 … A 全 
eee 下 py 
综合 实 训 1 or 
华语 写 玫 与 屋 从 556655002000 的 


| 


高 等 应 用 数学 


2.1.1 两 侠 实例 ene 的 
2.1.2 导数 的 定义 eee 0 
记 导数 人 Re i 
2.1;4 ”导数 的 几何 意义 esse sstsneesseeiineienn0tcnnirriietsr 31 
2.1.5 可 导 与 连续 的 关系 eeeeeeeeeeee eennees 32 
应 用 模 纪 2 
实践 模块 2 4 
知识 模块 2.2 导数 的 运算 ee 35 
2.2.1 导数 的 四 则 运算 法 则 : 
2.2.2 复合 函数 求 导 法 则 - 
2.2.3 隐 范 数 的 求 导 法 则 、 
实 蜀 宣 风 i 
2.3.4 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 … 
应 用 模块 2. 3 … 
实践 模块 2. 3 5 
本 章 小 结 pp 49 
porate | 


知识 模块 3.1 洛 必 达 法 则 54 


知识 模块 3. 2 函 孝 的 单调 性 与 曲线 的 四 凸 性 RN 
和 次 面 瑟 员 面 无 性 和 和 生 天 oo Po ep 


知识 模块 3. 3S， 画 数 的 极 值 与 最 值 emi 的 罗 
3.3.1 函数 的 极 值 … ee 63 
3.3.2 闭 区 间 [a,6]J 上 连续 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 pp 64 

om 

本 章 小 结 和 … 

阅读 材料 3 数学 的 应 用 

综合 实 训 3 168 


和 s 


4.1.1 原 函 数 与 不 定 积分 的 概念 …… :70 
4.1.2 不 定 积分 的 几何 意义 
4.1.3 不 定 积分 的 性 质 … 
4.1.4 基本 积分 公 
A 2 ”不定 积分 的 计算 sense PO 
4.2.3 分 部 积分 法 … 
应 用 模块 4.2 … 
实践 模块 4. 2 
阅读 材料 4 ”让 我 们 为 之 欢呼 吧 一 一 牛顿 9 
综合 实 训 和 93 


知识 模块 5. 1 定 积分 的 概念 和 性 质 
| 两 个 实例 ……………… 
5.1.2 定 积分 的 概念 … 
5.1.3 定 积分 的 性 质 . 

十 = 00 

知识 模块 2 定 积 分 的 计算 … 02 


高 等 应 用 数学 


5.2. 2 定 积分 的 换 元 积分 法 104 
5.2. 3 定 积分 的 分 部 积分 法 106 
应 用 模块 5. 2 … : nn 
实践 模块 5.2… : 
知识 模块 5. 3 ” 定 积分 的 应 
5.3.1 微 元 法 en 
5.3.2 平面 图 形 的 面积 e112 
5.3.3 旋转 体 的 体积 … wo 和 国 
应 用 模块 5. 3 …… .114 
实践 模块 5. 3 … … 119 
本 章 小 结 … is 120 
阅读 材料 5 多 才 多 艺 的 莱 布 尼 芯 ee 121 
综合 训练 5. ee oo 3 


第 1 章 


函数 、 极 限 与 连续 


函数 是 高 等 数学 研究 的 主要 对 象 ,极限 是 微 积分 最 重要 的 基本 概念 之 一 。 微 积分 的 
许多 概念 都 是 用 极限 表述 的 ,一 些 重要 的 性 质 和 运算 法 则 也 是 通过 极限 的 方法 推导 出 来 
的 。 因 此 ,掌握 极限 的 概念 .性质 和 运算 方法 是 学 好 微 积分 学 的 前 提 和 基础 。 


知识 模块 1.1 函数 


学 习 任务 
【知识 目标 】 
(1) 理解 函数 的 概念 。 
(2) 掌握 6 种 基本 初等 函数 及 性 质 。 
(3) 理解 复合 函数 和 初等 函数 的 概念 。 
【能 力 目标 】 
(1) 掌握 基本 初等 函数 的 性 质 及 其 图 形 。 
(2) 能 建立 简单 实际 问题 中 的 函数 关系 式 。 
【学 习 重 点 】 
函数 的 概念 、 性 质 ; 基 本 初等 函数 的 性 质 及 其 图 形 ; 复 合 函数 的 概念 。 
【学 习 难点 】 
复合 函数 的 概念 。 


1.1.1 国 数 的 概念 


引 例 1-1 【汽车 租赁 ] 一 汽车 租赁 公司 出 租 某 种 汽车 的 收费 标准 为 每 天 的 基本 租金 
200 元 加 每 公里 收费 15 元 ,租用 一 辆 该 种 汽车 一 天 ,行车 z 公里 的 租车 费 为 
y 二 200 十 15x( 元 ) 
其 中 ,zx 的 取 值 范围 是 数 集 DD=={x|x 宇 0) ,对 于 每 一 个 zxED, 按 照 此 对 应 关系 ,都 有 了 唯一 
确定 的 y 与 之 相对 应 。 
定义 11 设 z,y 是 两 个 变量 ,D 是 给 定 的 一 个 数 集 , 若 对 于 D 中 的 每 一 个 z 值 , 根 
据 某 一 对 应 关系 f ,变量 y 都 有 唯一 确定 的 数值 与 它 相 对 应 ,那么 ,我们 就 称 变量 y 是 变 
量 z 在 数 集 D 上 的 函数 , 记 作 
yy 一 xz)，zED 
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式 中 ,z 称 为 自 变量 ,y 称 为 因 变量 , 自 变量 z 的 变化 范围 D 称 为 函数 > 一 yz) 的 定义 域 。 

当 工 取 数 值 z。ED 时 ,与 zo。 对 应 的 y 的 数值 称 为 函数 y 二 f(z) 在 点 re 处 的 函数 
值 , 记 作 f(zo)。 当 自 变量 z 取 遍 DD 中 的 一 切 数值 时 ,与 它 相 对 应 的 所 有 y 值 的 集合 M 
称 为 函数 y 王 f(z) 的 值 域 。 

从 函数 的 定义 可 知 , 函 数 的 定义 域 和 对 应 关系 称 为 函数 的 两 个 要 素 。 

关于 函数 的 定义 域 ,在 实际 问题 中 应 根据 问题 的 实际 意义 具体 确定 。 如 果 讨 论 的 是 
纯 数 学 问题 , 则 往往 取 使 函数 表达 式 有 意义 的 所 有 实数 的 集合 作为 该 函数 的 定义 域 。 


【 例 1-1】 求 f(x)= 1 + VET3 的 定义 域 。 


时 4 一 zz: 关 0 
解 : 要 使 丽 数 有 意义 ,应 浦 足 | ， | 2 之 0 ,所 以 丽 数 的 定义 域 为 (一 2,2) U (2, 二 )。 


函数 y 与 自 变量 z 的 对 应 规律 ,大 多 可 用 一 个 解析 式 表示 。 但 有 时 会 遇 到 一 个 函数 
在 自 变 量 的 不 同 取 值 范围 内 用 不 同 的 解析 式 表示 ,这 种 函数 被 称 为 分 段 函 数 。 


1.1.2 基本 初等 函数 


6 种 基本 初等 函数 见 表 1-1。 
表 1-1 基本 初等 函数 表 


函 。 数 解析 表达 式 

常 函数 3 一 C(C 为 常数 ) 

等 函数 y= 二 x (a 为 常数 ) 

指数 函数 3 一 az(a>0 且 a 关 1,a 为 常数 ) 

对 数 函 数 y 二 logi (a>>0 且 a 天 1,a 为 常数 ) 

三 角 函 数 3y 一 sin zyy 一 coszyy 一 tan x,y=cot x,y=sec zx,y=Cscz 

反 三 角 函 数 y=arcsin zyy 一 arccos zyy 一 arctan z,y=arccot x 
1.1.3 复合 函数 


定义 1-2 设 > 是 zx 的 函数 y 二 f(w),u 又 是 zx 的 函数 4 二 g(x), 且 函数 pCz) 的 值 域 
全 部 或 部 分 包含 在 函数 f(w) 的 定义 域内 , 则 由 函数 y= jx) 和 函数 一 p(z) 构 成 的 函数 
称 为 函数 y 的 复合 函数 , 记 作 y=Lp(z)], 其 中 工 是 自 变量 ,是 中 间 变 量 。 

【 例 1-2】〗 设 > 王 Fo 一 eu 一 PCz) 一 2 十 1, 求 FLpCz)]。 

解 : f[g(z)]=Vu= Vz 十 1 

【 例 1-3】〗 求 下 列 函 数 的 复合 过 程 。 

(1) y=arcsin(ln x) (2) y= Varctan cos 2 

解 : (1) 函数 y 二 arcsin(ln zx) 是 由 y= 二 arcsin usu 二 ln xz 复合 而 成 。 


(2) 函数 y 一 Varctan cos 2 是 由 y Wu 一 arctan uv 一 cos mu 一 2 ,7 一 27 复合 
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而 成 。 

注意 : 

(1) 复合 函数 可 以 由 两 个 或 两 个 以 上 的 函数 复合 而 成 。 

(2) 不 是 任意 两 个 函数 都 可 以 复合 成 一 个 复合 函数 。 例 如 ,y 一 arcsin xu 一 好 十 2 就 
不 能 复合 成 一 个 函数 ,为 什么 ? 思考 一 下 。 


1.1.4 初等 函数 


定义 1-3 ”由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 及 有 限 次 复合 步骤 所 构成 ,并 能 用 
一 个 数学 式 子 表示 的 函数 称 为 初等 函数 。 

例如 ,函数 y= 二 1 十 VI,y 二 zlnz,y 二 ew 等 都 是 初等 函数 。 
ca 并 之 


注意 ; 分 段 函 数 不 一 定 是 初等 函数 。 全 如 ,分 天 画 数 3 一 | 
lxs Zz< 


0 
0 就 不 是 初等 


并 ， 之 0 


函数 ,而 分 段 函 数 a 二 却 是 初等 函数 ,为 什么 ? 请 思考 。 
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应 用 模块 1.1 


应 用 1 【销售 利润 】 某 商店 将 每 件 进 价 为 180 元 的 西服 按 每 件 280 元 销售 时 ,每 天 
只 卖 出 10 件 。 若 每 件 售 价 降 低 mm 元 , 当 m= 二 207(zEN) 时 ,其 日 销售 量 就 增加 15z 件 。 
试 写 出 日 利润 > 与 x 的 函数 关系 。 

解 : 日 利润 = 每 件 利 润 X 日 销售 量 , 而 每 件 利润 = 现价 一 进 价 二 (280 一 20z) 一 180， 
日 销售 量 为 10 十 15z, 所 以 总 利润 > 一 (280 一 20z 一 180)(10 十 15z) 一 100(5 一 z)(2 十 3z) 。 
又 由 题 意 知 , 降 价 数 只 能 是 20 元 的 整数 倍 , 所 以 该 函数 的 定义 域 为 N。 因 此 ,日 利润 > 与 
Zz 的 函数 关系 为 y= 二 100(5 一 x) (2 十 37) (ZE N)。 

应 用 2 【货运 方案 】 某 工厂 在 甲乙 两 地 的 两 个 分 厂 各 生产 某 种 机 床 12 台 和 6 台 。 
现 销售 给 A 地 10 台 ,B 地 8 台 。 已 知 从 甲 地 调运 1 台 至 A 地 、B 地 的 运费 分 别 为 400 元 
和 800 元 ,从 乙 地 调运 1 台 至 A 地 、B 地 的 运费 分 别 为 300 元 和 500 元 。 

(1) 设 从 乙 地 调运 zx 台 至 A 地 , 求 总 运费 > 关于 zx 的 函数 关系 式 。 

(2) 若 总 运费 不 超过 9000 元 , 问 共 有 几 种 调运 方案 ? 

分 析 : 甲乙 两 地 调运 至 A、B 两 地 的 机 床 台数 及 运费 如 表 1-2 所 示 。 


表 1-2 调运 机 床 台数 及 运费 


调 出 地 调 至 地 台 数 每 台 费 用 (元 ) 运费 合计 (元 ) 
A 地 10—z 400 400(10 一 z) 
甲 地 
B 地 12 一 (10 一 z) 800 800[12 一 (10 一 z)] 
A 地 工 300 300z 
乙 地 
B 地 6 一 zx 500 500(6 一 z) 
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解 : (1) 依 题 意 得 

0 过 xz 和 6,zEZ,y=400(10 一 z) 十 800[12 一 (10 一 z)] 十 300z 十 500(6 一 z)， 
即 > 一 200(z 十 43)(0 委 z 委 6,zEZ)。 

(2) 由 y 夺 9000, 解 得 x 三 2。 

由 于 zEZ,0 委 z 委 6, 所 以 zz 一 0,1,2。 

因此 ,共有 3 种 调运 方案 。 

应 用 3 【邮件 资费 我国 2004 年 1 月 1 日 起 执行 的 国内 投 寄 外 起 平 信 的 邮件 资费 
为 : 首 重 100g 内 ,每 重 20g( 不 足 20g 按 20g 计算 ) 付 邮资 0. 80 元 , 续 重 101 一 2000g 每 重 
100g( 不 足 100g 按 100g 计算 ) 付 邮资 2. 00 元 。 那 么 投 寄 重 zg(0 二 x 三 120) 的 外 埠 平 信 
应 付 多 少 邮资 ? 

解 : 设 投 寄 外 堆 平 信和 邮资 为 y, 则 

0.80， 0<z 委 20 

1.60， 20 一 z 和 40 

2.40， 40<z 委 60 
”13.20，6o<z<80 

4.00， 80<=zx 志 100 

6.00， 100<z 委 120 

应 用 4 【个 人 所 得 税 】 依 法 纳税 是 每 个 公民 应 尽 的 义务 。 我 国 于 1993 年 10 月 3 日 
发 布 的 (中 华人 民 共 和 国 个 人 所 得 税法 》 中 规定 国家 征收 个 人 所 得 税 是 分 段 计算 的 ,个 人 
所 得 税 的 起 征 点 为 800 元 。 自 1993 年 个 人 所 得 税法 实施 以 来 至 今 已 二 十 多 年 ,其 间 中 国 
政治 经 济 形势 发 生 了 很 大 变化 ,国民 生产 总 值 持续 ,快速 增长 ,城乡 居民 收入 大 幅度 提高 。 
随 着 人 民生 活水 平 的 提高 ,个 人 所 得 税 的 起 征 点 做 了 多 次 调整 。2011 年 9 月 1 日 对 个 人 
所 得 税 进行 了 新 的 调整 ,个 人 所 得 税 的 起 征 点 调 为 3500 元 ,税率 也 做 了 调整 , 见 表 1-3。 


表 1-3 个 人 所 得 税 计算 方法 


级 数 全 月 应 纳税 所 得 额 税率 (%) 
不 超过 1500 元 
5 超过 1500 元 至 4500 元 的 部 分 10 
3 超过 4500 元 至 9000 元 的 部 分 20 
. 超过 9000 元 至 35000 元 的 部 分 25 
5 超过 35000 元 至 55000 元 的 部 分 30 
6 超过 55000 元 至 80000 元 的 部 分 35 
4 超过 80000 元 的 部 分 45 


如 某 单位 的 所 有 人 月 收入 都 不 超过 10000 元 , 按 2011 年 9 月 1 日 发 布 的 (中 华人 民 
共和 国 个 人 所 得 税法 ) 建 立 该 单位 员工 月 收入 与 纳税 金额 的 函数 关系 式 。 
解 : 设 某 人 月 收入 为 z 元 ,应 缴纳 所 得 税 为 y 元 ,月 收入 与 纳税 金额 的 函数 关系 式 为 


第 1 章 函数 ,极限 与 连续 慷 


0， 0 入 zxz 委 3500 
| 0.03(Cz 一 3500)， 3500<z 委 5000 
” ]o.lcz 一 5000) 上 +1500Xo0.03， 5000<<xz 委 8000 


0. 20(z 一 8000) 十 3000X0.1 十 1500X0.03， 8000 二 x 三 125000 

应 用 5 【单位 阶 跃 函 数 了 单位 阶 牙 两 数 是 电学 中 的 一 个 常用 两 数 , 它 可 表示 为 
10 
， 1<0 

应 用 6 【需求 函数 ] 在 经 济 学 中 , 某 一 商品 的 需求 量 是 指 在 一 定 的 价格 水 平 下 ,消费 
者 愿意 而 且 有 支付 能 力 购 买 的 商品 量 。 影 响 商品 需求 的 因素 有 很 多 ,除了 商品 的 价格 这 
个 影响 需求 的 主要 因素 ,还 有 许多 其 他 因素 ,如 消费 者 收入 的 增 减 .季节 的 变换 以 及 消费 
者 的 偏好 等 。 如 果 把 价格 以 外 的 其 他 因素 都 看 作 是 常量 , 则 需求 量 D 可 视 为 该 商品 的 价 
格 P 的 函数 ,这 个 函数 称 为 需求 函数 。 

一 般 情况 下 ,商品 的 价格 越 低 , 需 求 量 越 大 ;商品 的 价格 越 高 ,需求 量 越 小 。 因 此 , 需 
求 函数 是 单调 减少 函数 。 商 场 可 通过 采取 降低 价格 、 增 加 商品 的 销售 量 ( 需 求 量 ) 等 营销 
策略 ,增加 销售 收入 。 

应 用 7 【成 本 函数 ] 成 本 是 指 生 产 特定 产量 的 产品 所 需要 的 成 本 总 额 。 它 包括 固定 
成 本 和 可 变 成 本 。 固 定 成 本 是 尚未 生产 产品 时 的 支出 ,在 一 定 限度 内 是 不 随 产 量变 动 而 
变动 的 费用 ;可 变 成 本 是 随 产品 变动 而 变动 的 费用 。 设 Q 表示 产量 ,C 表示 成 本 , 则 C 与 
Q 之 间 的 函数 关系 称 为 成 本 函数 , 记 作 

C=C(Q)=C+V(Q), Q=0 

其 中 ,Co。 是 固定 成 本 ;V(Q) 是 可 变 成 本 。 


1 
U(D= 
0 


实践 模块 1. 1 
A 组 (基础 训练 ) 
1. 求 下 列 函数 的 定义 域 。 
_ = 入 
(1) y= V3z 十 4 C2 池 本 
2. 指出 下 列 函 数 的 复合 过 程 。 
(1) y 一 (1 一 z)3 C0 y=+! 
(3) y 一 cos:(3z 十 1) (4) y 一 In Vz 二 1 
(5) y= Vz 十 5 (6) y=tan VZz 一 1 
B 组 (能 力 提高 训练 ) 


设 本 数 10) =| 他 ,作出 丽 数 7Cz) 的 图像 ,并 求 出 (5) ,7 一 2 


> 罗 


的 值 。 
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2. 求 下 列 函 数 的 定义 域 。 


直人 .Tl 一 
(1) ee (2) y=arccos 5 贡 坟 半生 1 
C9) 9= VzT2+ st (4) y 王 ln(lnz) 
3. 指出 下 列 函 数 的 复合 过 程 。 
(1) y=arcsin Vcosz (2) y=tan’ (e”) 


知识 模块 1.2 极限 


学 习 任务 
【知识 目标 】 
(1) 理解 函数 极限 的 概念 。 
(2) 理解 无 穷 小 无穷大 概念 及 无 穷 小 与 无 穷 大 的 关系 。 
【能 力 目 标 】 
(1) 掌握 函数 极限 存在 的 判定 。 
(2) 掌握 无 穷 小 与 无 穷 大 的 关系 。 
【学 习 重 点 】 
函数 极限 的 概念 ;无 穷 小 .无穷 大 的 概念 。 
【学 习 难 点 】 
函数 极限 的 概念 。 


1.2.1 函数 的 极限 


1. 当 x>co 时 ,函数 fx) 的 极限 

引 例 1-2 【水 温 的 变化 趋势 ] 将 一 壶 沸腾 的 开水 放 在 一 间 室 温 恒 为 25C 的 房间 里 ， 
水 温 将 逐渐 降低 , 随 着 时 间 : 的 推移 ,水 温 会 越 来 越 接近 于 室温 25"C 。 

引 例 1-3 【熟练 工 的 工时 数 ] 生 产 同 一 产品 熟练 工 的 工时 数 比 新 手 要 少 ,因为 当 一 
个 工人 不 断 重 复 地 做 同一 种 工作 时 ,工人 的 操作 方法 会 不 断 得 到 改善 ,操作 时 间 也 在 逐渐 
地 减少 并 逐渐 接近 于 一 个 确定 的 时 间 。 

上 面 两 个 引 例 有 一 个 共同 的 特点 : 当 自 变量 逐渐 增 大 时 ,相应 的 函数 值 逐 渐 接 近 于 
一 个 确定 的 常数 。 

定义 1-4 ”对 于 函数 f(x) ,如 果 当 自 变量 的 绝对 值 无限 增 大 时 ,函数 f(z) 无 限 地 接 
近 于 一 个 确定 常数 A ,那么 常数 A 就 叫 作 函数 f(z) 当 x 一 吕 时 的 极限 , 记 作 

limf(z)=A 或 当 z 一 口 时 ,f(z) 一 A 


【 例 1-4] 如 图 1-1 所 示 , 考 察 当 z-cc 时 ,函数 f(x) 一 士 的 变化 趋势 。 
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解 : 从 图 中 可 以 看 出 , 当 |z| 无 限 增 大 时 ,曲线 FCz) 一 工 J) 


议 

沿 二 轴 正 向 和 负 向 无 限 接近 于 x 轴 , 即 丙 数 值 士 无 限 接近 
手 0% 

下 面 给 出 这 种 函数 极限 的 定义 。 

定义 1-5 如果 当 自 变量 只 沿 zx 轴 正 向 无 限 增 大 时 ( 记 
Z 十 cc) ,函数 f(x) 无 限 接近 于 一 个 确定 的 常数 A ,那么 称 
和 A 为 函数 f(z) 当 xz> 十 吕 时 的 极限 , 记 作 lim f(x) 二 A。 

如 果 当 自 变量 只 沿 x 轴 负 向 无 限 增 大 时 ( 记 zx- 一 一 =) ,函数 f(x) 无 限 接近 于 一 个 确 
定 的 常数 A, 那么 称 A 为 函数 1(z) 当 xz 王 一 2 时 的 极限 , 记 作 lim f(x)=A。 

注 : 对 同一 个 函数 f(z) 来 说 ,limf(z) 二 A 成 立 的 充分 必要 条 件 是 

lim f(x) = lim f(x) 一 人 
【 例 1-5】 求 当 zce 时 ,函数 y= 二 arctan x( 其 曲线 如 图 1-2 所 示 ) 的 极限 。 


解 : 因为 lim arctan 工 一 去 
+oo 


所 以 lim arctan 工 一 一 部 


虽然 lim arctan 工 和 lim arctan 工 都 存在 "但 不 相等 ,所 以 limarctan 工 不 存在 。 
2. 当 xxo 时 ,函数 f(x) 的 极限 


2 


函数 f(x) 一 地 
变化 趋势 。 


2 一 


二 的 遇 线 如 图 1-3 所 示 , 先 观察 当 x 一 一 1 时 , 丽 数 /(z) 二 蕊 千 的 


转 12 图 1-3 


从 图 1-3 中 可 以 看 出 , 当 自 变量 z 无 限 地 接近 于 一 1 时 ,函数 的 函数 值 无 限 地 接近 
Ei 
从 而 给 出 下 面 函 数 极限 的 定义 。 
定义 1-6 ”对 于 函数 f(x) ,如 果 当 自 变量 z 无 限 地 接近 于 定 值 x。 时 ,函数 f(x) 无 限 
地 接近 于 一 个 确定 常数 A ,那么 常数 A 就 叫 作 函数 f(z) 当 zxo 时 的 极限 , 记 作 
limf(z) 二 A 或 当 z 一 zw 时 ,f(z) 一 A 


说 明 : 
(1) 定义 中 zzo 的 方式 可 以 是 任意 的 , 既 可 以 从 xo 的 左 侧 趋 近 于 zo ,也 可 以 从 xo 
的 右 侧 趋 近 于 zo ,还 可 以 从 两 边 同时 趋 近 于 zo。 
(2) 当 z 一 zo 时 ,函数 f(x) 的 极限 是 否 存 在 与 其 在 点 zo 有 无 定义 无 关 。 
定义 1-7 如 果 自 变量 z 仅 从 xz。 的 左 侧 无 限 趋 近 于 zo ( 记 为 zx 习 xo ) 时 ,函数 f(x) 
无 限 地 接近 于 一 个 确定 的 常数 A, 则 称 常数 A 为 函数 jz) 当 工 趋 近 于 ze 的 左 极 限 , 记 作 
limFlz) = 冯 或 当 z 一 x5 时 ,f(x) 一 A 


0 


定义 1-8 ”如果 自 变 量 z 仅 从 ze 的 右 侧 无 限 趋 近 于 zo( 记 为 xzr ) 时 ,函数 f(zx) 
无 限 地 接近 于 一 个 确定 的 常数 A, 则 称 常数 A 为 函数 f(z) 当 zz 趋 近 于 x。o 的 右 极 限 , 记 作 
lim f(z) 二 A 或 当 zx 一 时 ,f(x) 一 A 


re 


定理 1-1 也 数 f(z) 在 点 ze 的 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 函数 f(x) 在 点 z 的 左 、 
右 极限 都 存在 且 相 等 。 


limf(z) = A®S limf(z) lim f(x) A 


0 x0 


=ls we 

【 例 1-6】 讨论 函数 f(z) 二 40， Zz 二 0, 当 z0 时 的 极限 。 
“ls > 

解 : 做 出 函数 f(z) 的 图 像 ,如 图 1-4 所 示 。 从 图 中 可 油 


以 看 出 ， 
n= Wt 
0 


0 


lim f(x) 一 lim (z+ 1)=1 
因为 lim f(x) 了 lim f(x) ,所 以 limf(z) 不 存在 。 
【 例 1-7】 单位 阶 跃 函数 是 电学 中 的 一 个 常用 函数 , 它 
可 表示 为 图 1-4 
0, t=0 
u(t) = 
[i t 宇 0 


求 limu(t)。 
0 


解 : limu(z)== lim0 0, limu(t)= liml1=1 


0 0 0 0 


因为 limw(O) 夫 limw(2 ,所 以 limw(z) 不 存在 。 
0 一 t=0t el 


1.2.2 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 


引 例 1-4 【樟脑 丸 的 质量 变化 了 在 日 常生 活 中 ,经 常用 樟脑 丸 来 保护 收藏 的 衣物 ,但 
我 们 发 现 随 着 时 间 的 推移 ,樟脑 丸 会 变 得 越 来 越 小 ,最 后 樟脑 丸 的 质量 将 会 如 何 变 化 ? 

引 例 1-5 【 单 摆 运 动 ] 将 单 摆 离 开 铅 直 位 置 的 偏 度 用 角 来 度量 ,让 单 摆 自 己 摆动 , 考 
虑 到 机 械 摩擦 力 和 空气 阻力 ,在 这 个 过 程 中 ,角度 的 变化 趋势 如 何 ? 


第 1 章 函数 ,极限 与 连续 


1. 无 穷 小 的 概念 
定义 1-9 如果 当 zx>zo( 或 x 中) 时 ,函数 f(z) 的 极限 为 零 , 则 函数 f(z) 叫 作 当 
zzo( 或 zco) 时 的 无 穷 小 量 ,简称 无 穷 小 , 记 作 
lim f(x)=0 


xz0 
(z=) 


例如 ,因为 limsin zx 一 0, 所 以 函数 sin 工 是 当 z 一 0 时 的 无 穷 小 。 
因为 im 二 一 0, 所 以 函数 二 是 当 xc= 时 的 无 穷 小 。 

注意 : 

(1) 说 一 个 函数 是 无 穷 小 ,必须 指明 自 变 量 工 的 变化 趋势 。 
(2) 一 个 绝对 值 很 小 的 常数 不 是 无 穷 小 。 

(3) 常数 中 只 有 0 是 无 穷 小 。 

2. 无 穷 小 的 性 质 

性 质 1 有 限 个 无 穷 小 的 代数 和 是 无 穷 小 。 

性 质 2 有限 个 无 穷 小 的 乘积 是 无 穷 小 。 

性 质 3 有 界 函 数 与 无 穷 小 的 乘积 是 无 穷 小 。 

【 例 1-8】 求 limzsin I 

解 : 当 zx0 时 ,sin 十 的 极限 不 存在 。 但 因为 limz 一 0, 所 以 并 是 当 ZX 了 0 时 的 无 穷 小 ， 


而 


sin 二 | <1 为 有 界 丽 数 ,由 无 穷 小 的 性 质 3 可 知 
limzsin 1 =0 
TO XT 


3. 函数 极限 与 无 穷 小 的 关系 
定理 1-2 具有 极限 的 函数 等 于 它 的 极限 与 一 个 无 穷 小 之 和 ;反之 ,如 果 函 数 可 表示 
为 常数 与 无 穷 小 之 和 ,那么 该 常数 就 是 这 函数 的 极限 , 即 
lim f(zx) = ASf(z) = A+tal(z) 


0 
(rco) 


其 中 ,ax(z) 是 当 z~zo( 或 zco) 时 的 无 穷 小 。 

4. 无 穷 大 的 概念 

定义 1-10 如 果 当 zxzo( 或 zco) 时 ,函数 f(z) 的 绝对 值 无 限 增 大 ,那么 函数 
7Cz) 叫 作 当 zzo( 或 zco) 时 的 无 穷 大 量 ,简称 无 穷 大 , 记 作 


lim f(z) 一 co 
a 
(Cr-=co) 


例如 ,因为 lim 工 一 == ,所 以 丽 数 工 是 当 z-~0 时 的 无 穷 大 。 
因为 limz 一 ,所 以 函数 ZX? 是 当 rz 一 co 时 的 无 穷 大 。 


注意 : 

(1) 说 一 个 函数 是 无 穷 大 ,必须 指明 自 变量 工 的 变化 趋势 。 
(2) 一 个 绝对 值 很 大 的 常数 不 是 无 穷 大 。 

5. 无 穷 小 与 无 穷 大 的 关系 


当 x 一 oo 时 ,x 是 无 穷 大 ,二 是 无 穷 小 ; 当 x~1 时 ,zx 一 1 是 无 穷 小 ,是 无 穷 大 。 
一 般 地 ,无 穷 大 与 无 穷 小 之 间 有 以 下 的 倒数 关系 。 


在 自 变量 的 同一 变化 过 程 中 ,如 果 f(xz) 为 无 穷 大 ， 则 Fa J 为 无 穷 小 ;反之 ,如 果 


f(z) 为 无 穷 小 , 且 f(x) 关 0， 则 地 为 无 穷 大 。 


应 用 模块 1.2 


应 用 1 【设备 折旧 费 ] 某 工厂 对 一 生产 设备 的 投资 额 是 1 万 元 ,每 年 的 折旧 费 为 该 
设备 账面 价格 ( 即 以 前 各 年 折旧 费用 提取 后 余下 的 价格 ,单位 : 万 元 ) 的 十 ,那么 这 一 设备 


9 9 Ys i i 
的 账面 价格 第 1 年 为 1, 第 2 年 为 名 ,第 3 年 为 ( 沪 ] ;第 4 年 为 [ 若 】 ,，… 第、 年 为 
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lim( 训 ) =0. 

一 般 地 ,lim(q) 一 : 王 0(ld| 天 1) 。 

应 用 2 【 阴 时 速度 ] 当 物体 做 自由 落体 运动 时 ,该 物体 所 经 过 的 路 程 和 时 间 ， 的 机 
数 关系 为 ;一 去 gt , 求 下 落 过 程 中 时 刻 46 的 瞬时 速度 v(to)。 

解 ; 取 思 附近 任 一 时 刻 4, 考虑 4 至 1 的 时 间 间 隔 内 的 平均 速度 


元 s(t) — s(to) 1 大 一 如 
过 一 加 2 一 矶 


这 里 , 喜 随 :上 而 变 , 当 : 越 来 越 接近 于 te 时 ,平均 速度 近似 地 描述 了 物体 在 to 时 刻 运 
动 的 快慢 。 而 物体 在 时 刻 的 瞬时 速度 就 是 平均 速度 5 的 极限 , 即 
s(t) — s(to) 


($7 ,从 它 的 变化 趋势 可 以 看 出 , 随 着 年 数 的 无 限 增 大 ,账面 价格 无 限 接近 于 0。 


Salt tt), tto 


v(to) ky lim = i Sel 二 zi) = gto 
应 用 3 【电荷 量 ] 在 一 个 电路 中 的 电荷 量 Q 由 下 式 定义 
C， t 委 0 
Q- | ， 
Cerw, 1~>0 


其 中 ,C,R 为 正 的 常数 , 求 电荷 Q 在 1>0 时 的 极限 。 
解 limQ=limC=C, limQ=limCe 让 =C 


t=0 
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因为 a = 


应 用 4 【洗涤 效果 ] 在 用 洗衣 机 清 洗衣 服 时 ,清洗 次 数 越 多 ,衣服 上 残留 的 污渍 就 越 
。 当 洗涤 次 数 无 限 增 大 时 ,衣服 上 的 污渍 就 趋 于 零 。 即 当 洗 涤 次 数 无 限 增 大 时 ,衣服 上 
的 污渍 是 一 个 无 穷 小 量 。 


实践 模块 1.2 
A 组 (基础 训练 ) 
.填空 题 。 
(DD 设 limf(z)= limf(z)=A， 则 limf(z) 一 
1 
(2) lim arctan = 
0 十 
(3) 设 f(z)= 一 一 , 则 lim f(x)= 8 lim f(z)= 
i 0 一 0+ 
(4) = 起 为 无 穷 大 量 ， 则 z 一 。 
3; ool iii 
GD tim 十 (2) lim 2° 
下 村 。 1 
(3) lim ( 击 ] (4) lim(2+ 富 】 
(5) lim lInzx (6) limtan x 
到 
ls wl 


3. 讨论 两 数 To 一人 , 当 z>1 时 的 极限 。 
证 


.| 


B 组 (能 力 提 高 训练 


1. 设 丽 数 f(z) 二 [2 ” “S71 面 出 它 的 图 像 ,并 说 明 当 x 一 1 时 的 极限 是 否 
.¥ flz le 1 二 x<2 四 出 它 的 ,并 和 更 十 的 


存在 。 
2. 下 列 函 数 中 哪些 是 无 穷 小 ? 哪些 是 无 穷 大 ? 
一 本 一 sinz 
(1) Plad— 0 (2) 7Cz) 一 (zco) 
(3) f(z)=Inz(x>01+) (4) f(z)=2* (x—>01+) 
(5) f(x)=2* (zx—>0-) 0 fC = Se py 


1 十 cos 工 
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知识 模块 1.3 极限 的 运算 


学 习 任 务 
【知识 目标 】 
(1) 掌握 极限 的 四 则 运算 法 则 。 
(2) 理解 无 穷 小 的 比较 。 
(3) 掌握 两 个 重要 极限 公式 。 
【能 力 目标 】 
(1) 能 运用 极限 四 则 运算 法 则 进行 极限 的 运算 。 
(2) 掌握 无 穷 小 的 比较 方法 。 
(3) 能 运用 两 个 重要 极限 求 极限 。 
【学 习 重 点 】 
极限 的 四 则 运算 法 则 ;无 穷 小 的 比较 ;两 个 重要 极限 公式 。 
【学 习 难点 】 
两 个 重要 极限 公式 。 


1.3.1 极限 的 四 则 运算 法 则 


前 文 利用 极限 的 定义 可 以 观察 出 比较 简单 函数 的 极限 ,但 是 对 于 大 多 数 函 数 利用 极 
限 的 定义 很 难 求 出 它们 的 极限 ,为 了 比较 方便 地 求 出 它们 的 极限 ,下 面 介 绍 极 限 的 四 则 运 
算法 则 。 

设 limf/(z)==A,limg(z) 二 B, 则 有 以 下 法 则 和 推论 。 


法 则 1 lim[f(z)+g(z)] limf(z)+ limg(z) A4 士 B。 
法 则 2 ln[F(D) 。 g(0)]—limf(2) ， limg(z)—A iB 
推论 1 lim[Crcz] 一 C limf(z) 一 C， ACC 为 常数 )。 
推论 2 lim[f (DT = [limf() 一 Ar。 


a f(z) 一 mo 
| 
法 则 3 Ra limg(Cz) Be 本。 


上 述 法 则 对 于 z 一 c 的 情形 也 成 立 ,而 且 法 则 1 和 法 则 2 可 以 推广 到 有 限 个 具有 极 
限 函 数 的 情形 。 
【 例 1-9】 求 lim(z 十 47 一 3)。 
解 : 由 极限 的 四 则 运算 法 则 得 
lim(z* +4z— 3) = limz’ + 4 limz — lim3 一 1 十 4 一 3 一 2 
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和 
【 例 1-10】 求 lim 三 一。 
一 和 


解 : 当 z 一 3 时 ,由 于 分 子 \ 分 母 的 极限 都 为 零 ,所 以 不 能 直接 运用 商 的 运算 法 则 (法 
则 3) 来 求 极 限 ,但 在 zx>3 的 过 程 中 ,z 一 3 天 0, 所 以 采用 分 解 因 式 的 方法 ,分 子 、 分 母 同 时 
消去 非 零 公 因 子 x 一 3, 然 后 再 求 极 限 。 


“a 于 
和 
ze3 工 一 3 3 元 一 3 3 
72 十 工 

[A Rl 


解 : 当 z>0 时 ,由 于 分 子 、 分 母 的 极限 都 为 零 , 所 以 不 能 直接 运用 商 的 运算 法 则 来 求 
极限 ,但 在 x0 的 过 程 中 ,zx 隆 0, 所 以 分 子 、 分 母 可 同时 提取 非 零 公 因 子 x 消去 ,然后 再 
求 极限 。 


lis Ei 十 计 re ey fi 1 1 
Tz 二 zr 0x(z—z1) 一 0 2 一 二 十 1 
VTS -3 
【 例 1-12】 求 im oa 。 


解 : 此 题 分 析 同 例 1-11 ,但 不 能 运用 分 解 因 式 和 提取 公 因 子 的 方法 ,而 是 要 采用 分 子 
有 理化 的 方法 来 消去 非 零 公 因子 。 


ji ET pe Ea 1 
0 2 zi( Vz tot+3) < Vz tg+3 
= 
6 
【 例 1-13] 求 lm| a) 
z+1 z+1i)° 


解 : 当 z 一 一 1 时 ,由 于 两 个 分 式 均 没有 极限 ,所 以 不 能 直接 应 用 差 的 极限 运算 法 则 
(法 则 1) ,此 时 可 采用 通 分 化 简 的 方法 ,然后 再 求 极 限 。 


lim (| 3 】 | 村 fs = ri 荐 二 声 
a 和 1 m 一 1(Z 十 1)(z 一 十 1) six:—Zz++l 


= 一 1 
【 例 1-14】 求 lim3 革 纪 一 3。 
; 当 x>cc 时 ,由 于 分 子 \ 分 母 的 极限 均 为 无 穷 大 ,所 以 不 能 直接 应 用 商 的 极限 运 
rw 


2 3 
lim 3 +2z—3 1 人 
im | lim I E] 
xX We 1 十 二 
I 
| 
【 例 1-15】 求 lm es 


解 : pop ZZ ,然后 取 极 限 , 即 


| 高 等 应 用 数学 


人 
| 3 一色 一 工 i 0 0 
3 2 
m2T 一 过 十 5 ~” 2 2 
要 ” 轨 


从 以 上 例子 可 以 看 出 ,在 计算 函数 极限 时 ,首先 应 判断 它 的 类 型 ,对 于 满足 极限 四 则 
运算 法 则 条 件 的 ,可 直接 运用 法 则 计算 ;对 于 不 满足 极限 四 则 运算 法 则 条 件 的 , 需 对 函数 
先进 行 适当 的 化 简 变 形 , 然 后 再 运用 法 则 来 进行 运算 ;有 时 也 可 利用 无 穷 小 的 性 质 、 无 穷 
小 与 无 穷 大 的 关系 来 计算 极限 。 

【 例 1-16】 来 m2 


解 : 当 z 一 时 ,分 子 及 分 母 的 极限 都 不 存在 ,所 以 不 能 应 用 极限 的 运算 法 则 3 来 运 
算 , 但 因为 


1 请 
lim 过 二 一 lim Ei 一 0 
2 
It 2g lS5 
I 忆 雪 
根据 无 穷 大 与 无 穷 小 的 关系 可 知 
、 2xza 一 22 十 5 
本 


归纳 以 上 的 例 1-14、 例 1-15、 例 1-16, 可 以 得 到 以 下 的 结论 : 当 zce 时 ,对 一 般 的 
有 理 函 数 f(z) 一 2 十 


Fo (oo 天 0， bo 关 0,msnEN) 有 


bor" Tbr + 
ao/bo, m=n 
.i a 
i 
co， mn 


1.3.2 无 穷 小 的 比较 


极限 为 零 的 变量 为 无 穷 小 ,而 不 同 的 无 穷 小 趋 近 于 零 的 快慢 程度 是 不 同 的 。 例 如 , 当 
Z0 时 ,zz 和 x’ 都 是 无 穷 小 ,但 zx? 一 0 比 xz? 一 0 快 。 
一 般 地 , 设 a 和 有 8 是 在 同一 自 变量 的 变化 过 程 中 的 无 穷 小 。 


(1) 若 lim 名 一 0, 则 称 a 是 比 8 高 阶 的 无 穷 小 , 记 作 a=0(8)。 


(2) 车 lim 和 ==o0, 则 称 a 是 比 8 低 阶 的 无 穷 小 。 


全 


(3) 若 lim 育 一 C0, 则 称 « 与 8 是 同 阶 无 穷 小 。 特 别 地 , 当 C=1 时 , 则 称 w 与 8 是 


等 价 无 穷 小 , 记 作 一 P。 
【 例 1-17】 指出 当 xz 一 4 时 ,无 穷 小 V2z 十 1 一 3 与 x 一 4 之 间 的 关系 。 
2z 干 1 一 3 2z 十 1 一 9 


解 : 因为 li 1 
2 a Cn— I 
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站 2 县 
= 
VETFTH3 3 
所 以 , 当 xz 一 4 时 , V2z 十 1 一 3 与 x 一 4 是 同 阶 无 穷 小 。 
下 面 给 出 几 个 常用 的 等 价 无 穷 小 , 当 x 一 0 时 ,有 zx~sin zx~tan Xx~arcsin Z 一 arctan zx， 


2 
1 一 cos a 


和 存在, 则 


可 以 证 明 : 在 求 极 限 过 程 中 ,车 a~a ,8~B , 且 lim 8 


lm 全 一 im 多 
利用 这 一 特性 可 以 简化 部 分 函数 的 极限 运算 。 
【 例 1-18】 求 imlI 一 cosz ee 


0 Xsinz 


解 : 由 于 当 x 一 0 时 ,1 一 cosz~ 写 ,zsinz, 所 以 有 


三 
lim = 二 cosx = lim 2 二 
rm0 TSin 工 0 多 
【 例 1-19] 求 limarcsin 5 5z 
-0 tan 3 工 
解 : 由 于 当 z~>0 时 ,arcsin 5z 一 5zytan 3z 一 3z, 所 以 有 
in arcsin 57 _ lim 5z = 5 
0 tan 3 工 0 3 工 3 
【 例 1-20】 求 lm en 
Ttan2 工 
Sin (1 = ) 
i COS 工 人 DE 
解 : lim , jim— =- lim 有 
0 Xtanz 0 Ttan zr 0 Xtan xcosz 
rz 
a (ud 1 
lim 
0T* TcOsz 2 


注意 : 在 使 用 无 穷 小 等 价 代 换 计算 函数 极限 时 ,无 穷 小 是 以 分 子 、 分 母 或 乘积 因子 的 
形式 出 现 ,否则 不 能 使 用 无 穷 小 等 价 代 换 。 


1.3.3 两 个 重要 极限 


重要 极限 一 “|limsinz=-1 


0 并 


在 使 用 重要 极限 limsm 二 一 1 来 计算 画 数 极限 时 ,要 注意 其 使 用 条 件 。 


(1) 极限 属于 “9 "型 。 
(2) 所 求 变 量 中 带 有 三 角 函数 。 
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(3) 在 极限 limsime 表 达 式 中 ,A 处 要 保持 一 致 。 


【 例 1-21】 求 limtan 工 。 
re0 TX 


i 人 本 本 1 
解 : lim lim lim *。 lim 1 
Te0 TX m0 TX COS 工 0 二 =0COS I 


【 例 1-22】 求 lm 于 
Ee 


解 : limsin $x lm 3 。 3 一 3 limsin Ba 3 


-0 TX "0 TT 0 


【 例 1-23】 求 liml eg 


【 例 1-24】 i 
Te0 


解 : 令 :一 arcsinz, 则 xz= 一 sint, 当 zz 一 0 时 ,t>0。 即 有 


resinig . ¥ ; 1 
lim: lim: in 一 1 
0 丰 mosint co sint 

1 


类 似 地 ,limarctan 工 一 1 。 
Te0 I 


重要 极限 二 tim [1+ 二) = 


将 极限 二 中 的 自 变 量 作 如 下 变换 : 令 二 二 , 则 z 一 十, 当 zco 时 ,ur>0, 极 限 二 变 


RS | 一 


形 为 im(1 二 ax 一 e。 
从 以 上 两 种 形式 我 们 可 以 看 出 ,在 使 用 重要 极限 lim 1+ 士 】 一 e 或 lim(1+z)+ 一 e 


来 计算 函数 极限 时 ,要 注意 其 使 用 条 件 。 
(1) 极限 属于 “1” ”型 。 


《2) 在 极限 lim (1 十 六】 或 lim(1-+A) 的 表达 式 中 ,人 A 处 应 保持 一 到 


【 例 1-25】 求 lim (1+ 宇 ]。 


二 *2 
解 : lin (1 2 nl 1 | . 
了 oo Xx co 立 I>oo| 立 
2 


【 例 1-26】 来 lim (1 十] 
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3z 《一 未 "一 引 《 
解 :lm 人 1 加 tim [1+ 二] ji (+ 三 ] = 
I*o0 沈 I*o TX I*>o TX 
【 例 1-27】 求 lim(1 一 z)=。 
解 : lim(1 工 ) 主 lim[1+( 也 )] 5 2 =e 
[ 例 1-28】 求 im 人 2 。 


荐 一 上 


1 

, 半生 

解法 1: im 人 2】 中 时 
元 一 通 . 

TT 


解法 2: tin (20) =tin (SH ) =1in(1+ a ) 
0 a es 


Pe 


三 } 2 
一 lim (+ ) ] im 人 (+ ) 
I &—l xo Fh | 


应 用 模块 1.3 


应 用 1 【细菌 培养 ] 细 菌 在 培养 由 中 有 足够 的 食物 ,但 空间 有 限 ,对 空间 的 竞争 使 得 
细菌 总 数 N 与 时 间 t 的 关系 为 


1000 
N= ] es 
问 容器 中 最 多 能 容 下 多 少 细菌 ? 
解 : 容器 中 最 多 能 容 下 多 少 细菌 即 求 当 t~ 十 = 时 ,N 的 极限 。 因 为 
1000 1000 
N= em 10 


所 以 容器 中 最 多 能 容 下 1000 个 细菌 。 
应 用 2 【电路 电阻 ] 一 个 109 的 电阻 器 与 一 个 电阻 为 Ri 的 可 变 电 阻 并 联 , 电 路 的 总 


电阻 为 R 二 一 0Rt , 当 含有 可 变 电 阻 R 的 支 路 突然 断路 时 , 求 电路 的 总 电阻 。 


10+R; 
解 : 当 含有 可 变 电 阻 Ri 的 支 路 突然 断路 时 ,电路 的 总 电阻 
:NR >。 10 10 
要 a 10+Ri NT Er 
RI 


应 用 3 【产品 价格 预测 ] 设 一 产品 的 价格 满足 P(z) 二 20 一 20e"“*( 单 位: 元 ) ,请 你 


对 该 产品 的 长 期 价格 作 一 预测 。 
解 : 可 通过 求 该 产品 价格 在 上 一 十 cc= 时 的 极限 来 预测 长 期 价格 。 


二 | 高 等 应 用 数学 


因为 Jim PO)= lim (20 208 9) lim 20 Jim 20e 
= lim20—20 lime "一 20 一 0 一 20 
所 以 该 产品 的 长 期 价格 为 20 元。 
应 用 4 【销售 预测 ] 当 推出 一 种 新 的 电子 游戏 光盘 时 ,在 短期 内 销售 量 会 迅速 增加 ， 


然后 下 降 , 其 函数 关系 为 ”一 过 2204 ,请 你 对 该 产品 的 长 期 销售 做 出 预测 。 


十 100 
解 : 该 产品 的 长 期 销售 量 为 当 二 ~ 十 ce 时 的 销售 量 。 因 为 
200 
lim y lim 2005 im 2 a 0 
tt +eet2 十 100 et | .00 1 十 0 


所 以 购买 此 游戏 光盘 的 人 将 越 来 越 少 ,人 们 转向 购买 新 的 游戏 光盘 。 
应 用 5 【连续 复 利 3 设 有 本 金 10000 元 ,2009 年 存款 年 利率 为 2.25%, 若 用 年 复 利 
计算 , 即 每 年 末 将 当年 的 本 利和 存 人 银行 ,5 年 后 本 利和 为 多 少 ? 
解 : (1) 若 一 年 计算 一 次 利息 , 则 一 年 末 本 利和 为 10000(1 十 2. 25%)' ,两 年 末 本 利和 
为 [10000(1 十 2. 25%)!1] (1 十 2. 25%) = 二 10000(1 十 2. 25%)? ,xz 年 末 本 利和 为 10000(1 十 
2.25%)”, 这 就 是 以 年 为 期 的 复 利 计算 公式 。 则 5 年 后 本 利和 为 
10000(1 十 2.25%)s 一 11176. 8( 元 ) 


(2) 车 每 季度 计算 一 次 利息 , 季 利 率 为 周一 年 结算 4 次 ,一 年 末 本 利和 为 
10000( 1 202025 | o 
过 年 结算 4z 次 ,z 年 末 本 利和 为 10000| 1 十 和 .9225 ] ,于 是 ,5 年 后 本 利和 为 


10000 (1+ 
(3) 若 每 年 结算 n 次 ,zx 年 结算 nz 次,z 年 末 本 利和 为 
10000 (1 时 er 


(4) 连续 复 利 : 当 每 年 结算 无 穷 多 次 , 即 每 年 计 息 次 数 zw 十 co( 此 时 称 为 连续 复 
利 ),z 年 后 本 利和 为 
ni+ lL 
Ti 十 co| n 
0.0225 
到 10000e0. 9225z 


于 是 , 按 连续 复 利 计 算 ,5 年 后 的 本 利和 为 
10000e™%%5 一 10000e™ "5 一 11190.7( 元 ) 


和 225] 二 11187. 2( 元 ) 


0.0225z 


ji 10000 (1 于 eo 
no n 


一 10000| 
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实践 模块 1.3 
A 组 (基础 训练 ) 

计算 下 列 函 数 的 极限 。 

二 2 和 i | 
CD lim Co I 

pe 

这 wip ln 

x0 十 元 4 ZX—4 

. 3z2 十 4z 十 6 、 2 一 3x 十 1 
5 +z (©) ln zt4 
07) limsin 5 (8) limtan 3 

re0 X 0 2 

2r 
(9) tim (1 二] 010) lim(1—2z)3 
B 组 (能 力 提高 训练 ) 

1. 指出 各 组 无 穷 小 之 间 的 关系 。 
(1) 当 zxz 一 0 时 , Vl 十 x 一 1 与 zx? 十 zx 
(2) 当 z>0 时 ,zx?sin 二 与 z 
(3) 当 z>1 时 ,tan(z 一 1]) 与 x 一 z 
(4) 当 x 一 0 时 , V1 十 x 一 V1 一 x 与 arctan x? 
2. 利用 等 价 无 穷 小 求 函数 的 极限 。 
(1) limlnGL 十 z)7 (2) limsin Sr 

0 Sin 3z rotan 7 

2 

Es 
0 Ve 3 
3. 计算 下 列 函 数 的 极限 。 

0 下 一 可 和 到 1 12 
人 cos 27z 人 im 人 (二 5 Ds) 

2 l—cos2x 
ea a Ba WW) es: Sin 工 

= 这 

(5) limsin ee 1) (6) limtan 工 二 

re 一 1 zx>0 Es 


(7) lime®s 4 并 一 coOs 2 
I*0 zx? 


知识 模块 1.4 函数 的 连续 性 


学 习 任 务 
【知识 目标 】 
(1) 理解 函数 连续 性 的 概念 。 
(2) 理解 初等 函数 的 连续 性 。 
(3) 掌握 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 ( 最 值 定 理 和 介 值 定理 ) 。 
【能 力 目标 】 
能 运用 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 解决 问题 。 
【学 习 重 点 】 
函数 的 连续 性 ; 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 。 
【学 习 难点 】 
闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 。 


1.4.1 函数 连续 性 的 定义 


在 自然 现象 或 工程 技术 中 ,我 们 过 到 的 许多 函数 都 具有 当 自 变量 的 变化 非常 小 时 ,对 
应 的 函数 值 的 变化 也 非常 小 这 一 特点 ,如 气温 的 变化 ,植物 的 生长 .金属 的 热 胀 冷 缩 等 ,这 
些 特 点 反映 在 数学 上 就 是 函数 的 连续 性 。 

定义 1-11 设 函 数 f(x) 在 点 z 及 其 近 旁 有 定义 , 若 极限 lim f(x) 存在 ,并 且 等 于 函 


数值 f(xo), 即 
limf(zx) = f(zxo) 
则 称 函 数 f(x) 在 点 ze 处 连续 ,此 时 点 zo 称 为 函数 f(x) 的 连续 点 。 
上 述 定义 中 , 若 lim f(x)=f (zo), 则 称 函数 f(x) 在 点 xo 处 右 连续 ; 若 lim f(x) 一 


xD mx 


f(zo) , 则 称 函数 f(z) 在 点 zo 处 左 连 续 ; 若 函数 f(z) 在 区 间 (a,5) 内 每 一 点 都 连续 , 则 
称 函 数 f(z) 在 区 间 (a,5) 内 连续 ;如 果 函 数 f(z) 在 区 间 (a,5) 内 连续 ,同时 在 左 端 点 a 
处 右 连 续 , 在 右 端 点 5 处 左 连续 , 则 称 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a,5b] 上 连续 。 

如 果 函 数 f(z) 在 点 xo 处 不 连续 , 则 称 点 ze 为 函数 f(x) 的 y 
间断 点 。 

函数 的 连续 性 可 以 通过 函数 的 图 像 一 一 曲线 的 连续 性 表示 
出 来 , 即 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a,6] 上 连续 , 则 函数 f(x) 在 [a,65] 
上 的 图 像 就 是 一 条 连绵 不 断 的 曲线 ,如 图 1-5 所 示 。 

根据 函数 连续 性 的 定义 可 知 ,函数 在 点 zo 处 连续 ,必须 同 图 1-5 
时 满足 下 列 三 个 条 件 。 

(1) 函数 f(z) 在 点 xo 及 其 近 旁 有 定义 。 
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(2) 极限 limf(z) 存 在 。 

(3) thle es 

上 述 三 个 条 件 中 只 要 有 一 个 条 件 不 满足 ,函数 f(z) 就 在 点 x 处 间断 。 

【 例 1-29】 指出 函数 f(x) 二 三 的 间断 点 ,并 作出 函数 的 图 像 。 

解 ; 因为 函数 f(x) 在 点 x 二 0 处 没有 定义 ,所 以 函数 f(z) 在 点 x 二 0 处 间断 ,其 图 像 
如 图 1-6 所 示 。 


2 
[后 1-30】 讨论 两 天 7Co 一 “在 点 x 一 1 处 的 连续 性 。 


Ts 
芯 

解 : 因为 limf(z) 一 limx* 二 1, 而 f(D 一 2, 由 于 limf(z) 隆 1(1), 故 函数 f(z) 在 点 
Zz 二 1 处 间断 ,其 图 像 如 图 1-7 所 示 。 


fl) 


1-6 
| == | 
【 例 1-31】 讨论 函数 f(z) 一 |。”” ”在 点 xz 一 1 处 的 连续 性 。 
:| 
解 : 因为 
lim f(x)= lim (1—x)=0 
= 1 
所 以 
lim f(x)= lim (3—zx)=2 
zlt zlt 
由 于 
lim f(x)A lim f(x) 
zl 1 十 
故 limf(z) 不 存在 。 


所 以 函数 f(x) 在 点 z==1 处 间断 ,其 图 像 如 图 1-8 所 示 。 

可 以 证 明 : 初等 函数 在 其 定义 域内 都 是 连续 的 。 因 此 ,在 求 初等 
函数 在 其 定义 域内 某 点 处 的 极限 时 ,只 需求 该 点 处 的 函数 值 即 可 。 

【 例 1-32】 求 limlntan Xs 图 18 


4 


解 : 因为 < 一 子 是 函数 f(D 一 Intan 定义 区 间 (0, 瑟 ] 内 的 一 个 点 ,所 以 


limlntan zx = Intan =lIn1l=0 


rT 


4 
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1.4.2 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


定理 1-3 (最 大 值 与 最 小 值 定理 ) 设 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 , 则 它 在 闭 区 间 
[a,5] 上 必 有 最 大 值 与 最 小 值 。 
定理 1-3 表明 , 若 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ,那么 ,至 少 有 一 点 锯 E[a,6b] 和 一 
点 包 E[La,b], 当 zxzELa,6bJ 时 ,有 
f(&) < f(x) Sf8) 
恒 成 立 。 其 中 ,FS ) 和 f(&) 分 别 叫 作 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 , 对 
应 图 像 如 图 1-9 所 示 。 
定理 1-4 〈 介 值 定理 ) 设 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a.,5] 上 连续 , 且 在 该 区 间 的 两 端点 处 取 
不 同 的 函数 值 (f(a) 隆 1(5)) ,那么 ,无 论 放 是 f(a) 与 了 (5) 之 间 怎 样 的 一 个 值 ,在 开 区 间 
(a,b) 内 至 少 存在 一 点 ,使 得 
HO = ps ES 
定理 1-4 表明 ,对 于 闭 区 间 [a,5] 上 的 连续 函数 f(x), 当 自 变量 xz 从 a 变化 到 b 时 ， 
f(z) 必 可 取 遍 f(a) 与 f(5) 之 间 的 一 切 值 ,这 个 定理 揭示 了 函数 连续 变化 的 特征 ,对 应 图 
像 如 图 1-10 所 示 。 
推论 (零点 定理 ) 设 函数 f(zx) 在 闭 区 间 [a,5b] 上 连续 , 且 函 数 f(x) 在 区 间 两 端点 的 
函数 值 f(a) 与 f(5) 异 号 , 则 在 区 间 (a,6b) 内 至 少 存在 一 点 ,使 得 
茂生 = 页 wh 
推论 表明 , 若 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,65] 上 连续 , 且 Fe)。7 太 0) 二 0, 则 方程 FCz) 一 0 
在 开 区 间 (a,5) 内 至 省 有 一 个 根 ,对 应 图 像 如 图 1-11 所 示 。 


图 1-9 1-11 


零点 定理 也 称 为 根 的 存在 定理 , 它 是 求 方程 f(x) 二 0 近似 根 的 理论 依据 。 

【 例 1-33】 证 明 方程 十 3z? 一 1 二 0 在 区 间 (0.1) 内 至 少 有 一 个 根 。 

解 : 设 f(x) 二 zx 十 3z? 一 1, 它 在 闭 区 间 [0,1] 上 是 连续 的 ,并 且 在 区 间 两 端点 的 函数 
值 为 

0 三 一 1 ES 
根据 零点 定理 可 知 ,在 (0,1) 内 至 少 存在 一 点 (0 二 &<1) ,使 得 f(&) 二 0, 即 
+38—1=0, 0<é<1 

所 以 方程 十 3zx’ 一 1 二 0 在 区 间 (0,1) 内 至 少 有 一 个 根 。 
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应 用 模块 1.4 


应 用 1 【原料 投放 量 了 设 某 种 产品 的 总 产量 y 与 原料 投放 量 xz 之 间 有 两 数 关系 > 一 
3z 十 2z2? 一 0.1zs。 当 原料 投放 量 zx 的 增 量 Az=1 个 单位 时 , 求 : (1) 当 xz==10 个 单位 时 ， 
产量 的 增 量 Ay 是 多 少 ? (2) 当 zx 二 14 个 单位 时 ,产量 的 增 量 Ay 是 多 少 ? 并 说 明 它 的 实 

解 : (1) 当 z 一 10 个 单位 时 ,产量 的 增 量 

Ay= f(11) — f(10) 
一 (3X11 十 2X11: 一 0.1X1l) 一 (3X10 十 2X10: 一 0.1X103) 
二 141.9 一 130 == 11.9( 单 位 ) 
(2) 当 z= 二 14 个 单位 时 ,产量 的 增 量 
Ay= f(15) — f(14) 
= (3X15+2X15:—0.1X15’)— (3X14+2X14:—0.1X14) 
二 157.5 一 159.6 = 一 2.1( 单 位 ) 

这 说 明 , 当 原料 投放 量 为 10 个 单位 时 ,这 时 增加 原料 的 投放 能 增加 产量 ; 当 原 料 投放 
量 为 14 个 单位 时 ,这 时 增加 原料 的 投放 反而 导致 产量 减少 。 

应 用 2 【连续 电流 】 导 线 中 的 电流 通常 是 连续 变化 的 ,但 当 电流 增加 到 一 定 的 程度 ， 
会 烧 断 保险 丝 , 电 流 突 然 为 0, 这 时 连续 性 被 破坏 而 出 现 间断 。 

应 用 3 【电势 函数 分 布 于 > 轴 上 某 点 电荷 的 电势 p 由 以 下 公式 定义 

2x6( Vy Ha —y), y=<0 


2x6( My +a+y), y=0 
其 中 ,6 和 a 都 是 正 的 常数 , 问 g 在 y==0 处 连续 吗 ? 
解 : pg(0) 二 2x6(a 十 0) 二 2x6a 


由 于 limg= lim2x6(Vy ta —y)=2r6(a—0)=2x6a 


wr ES 
lim p= lim 2x6( Vy ta t+y)=2r6(a+0)=2rx6a 
所 以 limg—2n0e 二 p(0) e 
因此 ,分 布 于 > 轴 上 一 点 电荷 的 电势 p 在 > 一 0 处 连续 。 
应 用 4 【 冰 的 融化 3 设 1g 冰 从 一 40C 升 到 100C 所 需要 的 热量 (单位 : J) 为 
= 这 lz 十 84， —40<z<0 
4.2z 十 420，0 二 zx 志 100 
试问 函数 f(z) 在 z==0 处 是 否 连续 ? 若 不 连续 ,指出 其 间断 点 的 类 型 ,并 解释 其 实际 
解 : 一 biog, 2z 十 420 一 420， 一 lim 2. 1z 十 84 一 84 


EM 0 


所 以 limf(z) 不 存在 ， 池 数 f(z) 在 z= 0 处 不 连续 。 
击 于 函数 f(z) 在 z=0 的 左右 极限 都 存在 ,所 以 z==0 为 函数 f(x) 的 第 一 类 间断 
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囊 


点 。 这 说 明 冰 化 成 水 时 需要 的 热量 会 突然 增加 。 

应 用 5 【观看 日 出 了 小 明 为 观 日 出 早上 8 时 从 山下 A 宾馆 出 发 沿 一 条 路 径 上 山 ,下 
午 5 时 到 达 山 顶 并 留宿 山顶 B 宾馆 ,次 日 观 日 出 后 于 早上 8 时 沿 同一 路 径 下 山 ,下 午 5 时 
回 到 山下 A 宾馆 , 则 小 明 在 两 天 中 的 同一 时 刻 经 过 途中 的 同一 地 点 ,为 什么 ? 

解 : 以 时 间 :为 横 坐 标 , 以 沿 上 山路 线 从 山下 A 宾馆 到 山顶 的 路 程 * 为 纵 坐标 , 设 第 一 
天 早上 8 时 的 路 程 为 0, 山下 到 山顶 的 总 路 程 为 4, 第 一 天 的 行程 设 为 == 了 f(z), 则 78) 一 0， 
f(17)==d; 第 二 天 的 行程 设 为 ;二 g(?), 则 g(8)==d,g(17) 二 0。 

又 设 h(D=f(1) 一 g (4), 由 于 f(g (7) 在 区 间 [8,17] 上 连续 ,所 以 (7) 在 区 间 
[8,17] 上 连续 ,又 h(8)=f(8) 一 g(8)== 一 4 过 0,h(17)==f(17) 一 g(17)=4d 这 0。 由 零点 
定理 可 知 ,在 区 间 [8,17] 内 至 少 存 在 一 点 to, 使 h(t6)==0, 即 f(t0) 二 g(to)。 

这 说 明 在 早上 8 时 至 下 午 5 时 之 间 存 在 某 一 时 刻 t= 使 得 路 程 相等 , 即 小 明 在 两 天 
中 的 同一 时 刻 经 过 路 途中 的 同一 地 点 。 


实践 模块 1. 4 
A 组 (基础 训练 ) 
1. 填空 题 。 
(1) 车 函数 f(z) 在 点 zx 二 zxo 处 连续 , 则 lim 7(z) 一 
(2) 函数 f(x) 二 一 之 一 | 一 的 间断 点 是 ,连续 区 间 是 , 
Et 


2rs —l<~2x<2 
(3) 设 函 数 f(x)=a， xz 一 2 在 z=2 处 连续 , 则 a= 


ni, 2<i<4 
2. 选择 题 。 
(1) 函数 f(x) 在 点 z= 二 zo 处 连续 的 充 要 条 件 是 ( Ys 
A. f(zo) 存 在 B. limf(z)=f(zo) 
C，limf(z) 存 在 D. limf(zo)=0 


(2) 若 极 限 limf(z) 存 在 , 则 下 列 说 法 正确 的 是 ( )。 


A. 函数 f(z) 在 点 二 zxo 处 一 定 连续 
.函数 f(z) 在 点 x 二 xo 处 有 定义 
.函数 f(x) 在 zx 一 zxo 时 的 左右 极限 相等 
.lim 7(z) 一 FCzo) 


品 史 


B 组 (能 力 提 高 训练 ) 
1. 讨论 下 列 函 数 在 指定 点 处 的 连续 性 。 


GD f(z)=%, z=0 《2) F(z)=2—1 


-| 


= 
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Xe Ox<l 
i (9 fla)=1li, z=1 =1 
fw={ se = 2 T= b= 
和 I 
er ， Z<0 
(5) f(x)= ， 二 
l+zx, ZE20 
4a 十 er ， zx<0 


2 让 f=| 1 ' 问 a 为 何 值 时 函数 /x) 在 x 一 0 处 连续 ? 
. x 


zsin 一 
3. 证 明 方程 x; 一 x 一 2 二 0 在 区 间 (0,2) 内 至 少 有 一 个 根 。 
4. 证 明 方程 “一 x 一 2 二 0 至 少 有 一 个 小 于 1 的 正 根 。 
5. 设 F(z) 在 [0,2] 上 连续 , 且 Fo)= 2) ,证 明 方程 f(z) 二 f(x 十 1) 在 [0,1] 上 至 
少 有 一 个 实 根 。 


本 章 小 结 


1. 主要 内 容 

函数 的 概念 ;复合 函数 和 初等 函数 的 概念 ;函数 极限 的 定义 ;无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 
概念 ;极限 的 运算 法 则 ;两 个 重要 极限 ;函数 连续 的 概念 ; 闭 区 间 连 续 函 数 的 性 质 。 

2. 方法 要 点 

在 学 习 时 ,要 熟练 掌握 函数 定义 域 的 求法 。 基 本 初等 函数 是 构成 初等 函数 的 基本 元 
素 , 应 熟悉 常见 基本 初等 函数 的 图 像 . 了 解 它们 的 性 质 ,从 而 理解 复合 函数 和 初等 函数 的 
概念 。 极 限 的 概念 是 本 章 的 重点 之 一 ,应 理解 它 的 概念 ,掌握 它 的 计算 ,并 掌握 由 它 引申 
出 来 的 概念 和 概念 之 间 的 关系 。 

常用 的 求 极限 的 方法 如 下 。 

(1) 利用 函数 的 连续 性 求 极限 。 

(2) 利用 运算 法 则 求 极 限 。 

(3) 利用 无 穷 小 量 的 性 质 求 极限 。 

(4) 利用 无 穷 小 量 和 无 穷 大 量 的 关系 求 极 限 。 

(5) 利用 两 个 重要 极限 求 极限 。 

(6) 利用 等 价 无 穷 小 代 换 求 极 限 。 

(7) 利用 左 、 右 极限 讨论 分 段 函数 在 其 分 段 点 处 的 极限 。 


阅读 材料 1 函数 的 起 源 与 发 展 


1. 早期 函数 的 概念 一 一 几何 观念 下 的 函数 

17 世纪 ,伽利略 (G. Galileo, 意 大 利 ,1564 一 1642) 在 《两 门 新 科学 ) 一 书 中 ,几乎 全 部 
使 用 函数 或 称 为 变量 关系 的 这 一 概念 .用 文字 和 比例 的 语言 表达 函数 的 关系 。1673 年 前 
后 , 笛 卡 儿 (Descartes ,法 国 ,1596 一 1650) 在 他 的 解析 几何 中 ,已 注意 到 一 个 变量 对 另 一 
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个 变量 的 依赖 关系 ,但 因 当 时 尚未 意识 到 要 提炼 函数 概念 ,因此 直到 17 世纪 后 期 ,牛顿 、 
莱 布 尼 茨 建立 微 积 分 时 还 没有 人 明确 函数 的 一 般 意义 ,大 部 分 函数 是 被 当 作 曲线 来 研究 
的 。1673 年 , 莱 布 尼 茨 首次 使 用 function( 函 数 ) 表 示 “ 短 ”, 后 来 他 用 该 词 表 示 曲 线 上 点 的 
横 坐 标 、 纵 坐标 、 切 线 长 等 曲线 上 点 的 有 关 几 何 量 。 与 此 同时 ,牛顿 在 微 积 分 的 讨论 中 ,使 
用 “流量 ”来 表示 变量 间 的 关系 。 

2. 18 世纪 函数 概念 一 一 代数 观念 下 的 函数 

1718 年 ,约翰 。 伯 努 利 (Johann Bernoulli ,瑞士 ,1667 一 1748) 在 莱 布 尼 茨 函数 概念 的 
基础 上 对 函数 概念 进行 了 定义 :“ 由 任 一 变量 和 常数 的 任 一 形式 所 构成 的 量 .” 他 的 意思 
是 凡 变量 zx 和 常量 构成 的 式 子 都 叫 作 xz 的 函数 ,并 强调 函数 要 用 公式 来 表示 。 

1755 年 , 欧 拉 (L. Euler, 瑞 士 ,1707 一 1783) 把 函数 定义 为 : “如果 某 些 变 量 ,以 某 一 
种 方式 依赖 于 另 一 些 变 量 , 即 当 后 面 这 些 变 量变 化 时 ,前 面 这 些 变量 也 随 着 变化 ,我 们 把 
前 面 的 变量 称 为 后 面 变 量 的 函数 ”一 个 变量 的 函数 是 由 这 个 变量 和 一 些 数 即 常数 以 任 
何方 式 组 成 的 解析 表达 式 。" 他 把 约翰 。 伯 努 利 给 出 的 函数 定义 称 为 解析 函数 ,并 进一步 
把 它 区 分 为 代数 函数 和 超越 函数 ,还 考虑 了 “随意 函数 ”。 不 难看 出 , 欧 拉 给 出 的 函数 定义 
比 约翰 。 伯 努 利 的 定义 更 普遍 ,更 具有 广泛 意义 。 

3. 19 世纪 函数 概念 一 一 对 应 关系 下 的 函数 

1821 年 , 柯 西 (Cauchy, 法 国 ,1789 一 1857) 从 定义 变量 起 给 出 了 定义 :“ 在 某 些 变数 
间 存 在 着 一 定 的 关系 , 当 一 经 给 定 其 中 某 一 变数 的 值 , 其 他 变数 的 值 可 随 着 而 确定 时 , 则 
将 最 初 的 变数 叫 自 变量 ,其 他 各 变数 叫 作 函数 .” 在 柯 西 的 定义 中 ,首先 出 现 了 自 变 量 一 
词 ,同时 指出 对 函数 来 说 不 一 定 要 有 解析 表达 式 。 不 过 他 仍然 认为 函数 关系 可 以 用 多 个 
解析 式 来 表示 ,这 是 一 个 很 大 的 局 限 。 

1822 年 , 傅 里 叶 (Fourier, 法 国 ,1768 一 1830) 发 现 某 些 函 数 也 已 用 曲线 表示 ,也 可 以 
用 一 个 式 子 表示 ,或 用 多 个 式 子 表示 ,从 而 结束 了 函数 概念 是 否 以 唯一 一 个 式 子 表示 的 争 
论 ,把 对 函数 的 认识 又 推进 了 一 个 新 层次 。 

1837 年 , 狄 利克 雷 (Dirichlet ,德国 ,1805 一 1859) 突破 了 这 一 局 限 ,认为 怎样 去 建立 
工 与 y 之 间 的 关系 无 关 紧 要 ,他 拓 广 了 函数 概念 ,指出 :“ 对 于 在 某 区 间 上 的 每 一 个 确定 
的 z 值 ,y 都 有 一 个 确定 的 值 ,那么 y 叫 作 zx 的 函数 ”这 个 定义 避免 了 函数 定义 中 对 依赖 
关系 的 描述 ,以 清晰 的 方式 被 所 有 数学 家 接受 。 这 就 是 人 们 常 说 的 经 典 函 数 定义 。 

等 到 康 托 (Cantor, 德 国 ,1845 一 1918) 创 立 的 集合 论 在 数学 中 占有 重要 地 位 之 后 , 维 
布 伦 (Veblen, 美 国 ,1880 一 1960) 用 “集合 "和 “对 应 ”的 概念 给 出 了 近代 函数 定义 ,通过 集 
合 概念 把 函数 的 对 应 关系 、 定 义 域 及 值 域 进一步 具体 化 了 , 且 打 破 了 “变量 是 数 ” 的 极限 ， 
变量 可 以 是 数 , 也 可 以 是 其 他 对 象 。 

4. 现代 函数 概念 一 一 集合 论 下 的 函数 

1914 年 , 豪 斯 道夫 (F. Hausdorff) 在 《集合 论 纲 要 ) 中 用 不 明确 的 概念 “ 序 偶 ” 来 定 
义 函 数 ,其 避 开 了 意义 不 明确 的 “变量 *”“ 对 应 ”概念 。 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski) 于 
1921 年 用 集合 概念 来 定义 “ 序 偶 ” 使 之 斯 道夫 的 定义 很 严谨 了 。 
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1930 年 ,新 的 现代 函数 定义 为 “ 若 对 集合 M 的 任意 元 素 z, 总 有 集合 N 确定 的 元 素 y 
与 之 对 应 , 则 称 在 集合 M 上 定义 一 个 函数 , 记 为 > 一 F(z)。 元 素 工 称 为 自 变 元 ,元 素 y 称 
为 因 变 元 ”。 


综合 实 训 1 


1. 填空 题 。 
(1) 如 果 lim9 4 一 二， 则 ao 
(2) 如 果 lim[ 1 十 和] 一, 则 a= 
To 这 = 二 = 三 元 
(3) 当 z->0 时 ,2sin zcos 工 与 工 相 比 是 无 穷 小 。 
QZ， v2 

8 四 而 oa _ 
(4) 设 丽 数 f(z) a 2 在 < 一 2 处 连续 , 则 a 一 
(5) 函数 f(x) 二 的 间断 点 为 
(6) [iawads 灶 三 

Te0 TT 
2. 选择 题 。 
(1) 车 lim f(z)=A, lim f(z) 二 A, 则 下 列 说 法 中 正确 的 是 ( 各 

A.F(zo) 一 A B. limf(z)=A 

C. f(z) 在 点 ze 处 有 定义 D. f(z) 在 点 ze 处 连续 
(2) 设 函 数 f(z) = 于 , 则 limf(z) 是 ( is 

A. 1 BD; 一 0 是， D. 不 存在 


(3) 函数 y 一 cos 十 为 无 穷 小 量 的 条 件 是 ( 。 )。 


A. 一 co BM x“{ | 二 > 本 | 全 
(4) limf(z) 存 在 是 函数 f(z) 在 点 xo 处 连续 的 ( js 
A. 必要 条 件 ”B. 充分 条 件 C. 充 要 条 件 D. 无 关 条 件 
(5) 设 7Co 一 人 TS0 在 点 zx 一 0 处 连续 , 则 6 一 ( 。 )。 
人 了 十 再 0 
A. 一 1 | 6 BD, % 
3. 计算 下 列 函 数 的 极限 。 
db tin = Ca ne 0 1 
i] 25 z=0 韦 


8 一 in (8 lm 
sall—m la oo 如 守 0 
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sin(Z 十 1) 


es 
(7) lim (8) lim (9) im 人 <] 
-1 2(Z 十 1) 0 .2 zo\ ZX 
win 二 
PO Fl 
NE 
Wy 25 0<zx<=1 ep 
4. 讨论 函数 f(x) 二 在 点 xz 二 1 的 连续 性 ,并 画 出 它 的 图 像 。 
2 ES 


5. 证 明 当 zx>4 时 ,Vz 一 2 与 x? 一 16 是 同 阶 无 穷 小 。 

6. 某 顾客 存 人 银行 5000 元 ,存款 年 利率 为 2. 25% , 若 采用 复 利 , 即 每 结算 期 末 将 到 
期 的 本 利和 再 存 人 银行 ,一 年 结算 6 次 ,3 年 后 本 利和 为 多 少 ? 若 采 用 连续 复 利 ,3 年 后 本 
利和 又 是 多 少 ? 

7. 证 明 方程 二 一 2z: 十 z 十 1 一 0 在 区 间 ( 一 1,1) 内 至 少 有 一 实 根 。 
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导数 与 微分 


在 现实 生活 中 的 很 多 领域 ,都 有 与 求解 函数 变化 率 相关 的 问题 。 微 分 学 就 是 解决 变 
化 率 问 题 的 一 个 数学 分 支 ,是 一 个 在 医学 ,生物 学 .工程 学 、 经 济 学 等 领域 广泛 应 用 的 强 有 
力 的 工具 ,而 导数 与 微分 是 微分 学 的 重要 组 成 部 分 。 我 们 将 在 这 一 童 里 介绍 导数 与 微分 
的 概念 及 其 运算 。 


知识 模块 2.1 导数 的 概念 


学 习 任 务 
【知识 目标 】 
(1) 理解 导数 的 概念 。 
(2) 掌握 基本 初等 函数 的 导数 公式 。 
(3) 理解 导数 的 几何 意义 及 函数 的 可 导 性 与 连续 性 之 间 的 关系 。 
【能 力 目标 】 
(1) 掌握 按 导 数 定义 及 基本 初等 函数 导数 公式 求 导 数 的 方法 和 函数 的 可 导 性 的 判定 
(2) 能 运用 导数 的 几何 意义 讨论 函数 的 切线 和 法 线 问题 。 
【学 习 重 点 】 
导数 的 概念 ;基本 初等 函数 导数 公式 ;导数 的 几何 意义 ;函数 的 可 导 性 与 连续 性 之 间 
【学 习 难 点 】 


2.1.1 两 个 实例 


1. 非 恒 定 电流 的 电流 强度 

设 某 电路 中 非 恒 定 电流 从 0 到 上 时 刻 的 这 段 时 间 内 流 过 导体 横 截 面 的 电量 为 Q (7)， 
求 其 在 to 时刻 的 电流 强度 。 

设 在 时 刻 to。 时 有 改变 量 At, 则 Q(t) 相应 的 改变 量 为 AQ 一 Q(t 十 At) 一 Q(to), 在 时 


间 眉 如 到 如 十 At 内 的 平均 电流 强度 为 一 人 一 全 一 人 一 (5 如果 时 间 间 隔 Ay 越 


At 
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小 ,平均 电流 强度 了 就 越 接近 于 时刻 的 瞬时 电流 强度 。 因 此 , 当 Ar 一 0 时 ,车 极限 
lim 作 存在 , 则 此 极限 值 就 是 时刻 的 瞬时 电流 强度 , 即 
AQ ji Qh + Ar) — Q(z0) 


NA = Ar 


2. 曲线 上 Mo (xo ,yo) 点 处 的 切线 斜率 

曲线 y= 二 f(z) 过 Mo (zo ,yo) 的 一 条 割 线 MoMi, 当 点 Mi 沿 曲 线 无 限 地 接近 点 Mo 
时 ,车 割 线 Mo 的 极限 位 置 存 在 , 则 称 此 极限 位 置 所 对 应 的 直 > 
线 MoT 即 为 曲线 在 点 Me 处 的 切线 ,如 图 2-1 所 示 。 

点 Mi (ze 十 Az,ye 十 Ay) 是 曲线 上 任 一 点 , 则 割 线 MoM' 的 
斜率 为 


AN _ f(z Az) — flao) 
tang 入 去 A 
其 中 ,9 为 制 线 MoMi 的 倾斜 角 , 当 点 Mi 沿 曲 线 趋 于 点 Mo 时 ， i 


Az 一 0,p~a(a 为 切线 MoT 的 倾斜 角 )。 曲 线 在 点 Ms 处 的 切线 的 斜率 为 
天 一 tanwa limten 9 lim 入 lim f(zo + 人 

以 上 两 个 例子 的 实际 意义 不 同 , 但 抽象 的 数量 关系 是 相同 的 ,都 可 归结 为 求 函 数 的 改 

变量 与 自 变 量 的 改变 量 之 比 , 当 后 者 趋 于 零 时 的 极限 。 在 自然 科学 工程 技术 和 经 济 管理 

中 ,还 有 许多 非 均 匀 变 化 的 问题 ,如 瞬时 速度 、 线 密度 等 都 可 归结 为 这 种 形式 的 极限 ,这 种 


特殊 形式 的 极限 就 是 函数 的 导数 。 
2.1.2 导数 的 定义 


定义 2-1 设 函 数 y 二 f(z) 在 点 zo 的 某 邻 域内 有 定义 , 当 自 变量 xz 在 zo 处 有 改变 量 
Az 时 ,相应 的 函数 y 有 改变 量 Ay 二 f(zo 十 Az) 一 f(zxo), 若 
lim 站 bi 


存在 , 则 称 此 极限 值 为 函数 y 二 f(x) 在 ze 点 的 导数 , 记 作 


i | 或 of 


并 称 f(x) 在 zo 点 可 导 ,否则 称 为 不 可 导 。 
将 zo 十 Az 换 成 zx, 此 定义 表述 如 下 。 
定义 2-2 设 函 数 y= jz) 在 点 zo 的 某 邻 域内 有 定义 ,如 果 极 限 
ia jz 一 


I*z0 TXo 
存在 , 则 称 该 极限 为 函数 f(x) 在 ze 点 的 导数 。 
定义 2-3 若 函 数 y 三 f(z) 在 区 间 (a,5) 内 每 一 点 都 可 导 , 则 称 函 数 y 二 f(x) 在 区 间 
(a,6) 内 可 导 , 此 时 f(x) 对 于 (a,5) 内 的 每 一 个 xz 都 有 一 个 确定 的 导数 值 与 之 对 应 ,因此 


构成 了 一 个 新 丽 数 , 称 为 y 一 f(z) 的 导 丽 数 (简称 为 导数 ), 记 作 (7),y ,入 , 驴 等 , 即 
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- f(z+Ar)— flr) 
f(z) = lim bs A 


显然 ,了 A(zo) 就 是 导数 1(z) 在 x 二 zxo 处 的 函数 值 。 
2.1.3 导数 公式 


求 函数 y 二 A(z) 的 导数 可 按 以 下 三 个 步骤 进行 。 
(1) 求 改变 量 Ay=f(z 十 Az) 一 f(z)。 
_f(z+Az)— f(z) 


(2) 求 比值 外 


Ay 
Ar 


Ay 
(3) 求 极 限 y JimAxr。 
【 例 2-1】 求 函数 y==x? 的 导数 。 
解 : (1) Ay=(z 十 Az)2 一 妇 一 2zAz 十 Az2 


Ay_ 2xzAz Ax’ 


(2) Kw RE 


一 2z 十 Arz 


hi = 
(3) y limAr Jim(2z 十 Az) 2 


即 (z2) “一 2z。 
用 同样 的 方法 还 可 以 求 出 其 他 基本 初等 函数 的 导数 。 


基本 初等 函数 的 导数 如 下 。 
(C)' 二 0(C 是 常数 ) (z*) 一 az (xc 是 实数 ) 
(4a)’=a’lna(a>0,a1) (er) 一 时 
Wa i 
Xxlna 大 
(sin xz)’=cosz (cos z) 一 一 sin 工 
(tan z) 一 一 一 一 一 Sec (cot z) 一 一 1 一 一 csc? 工 
COS 工 Sim x 
(secz) 一 secTr。tan 工 (csc zx)’'=—cscx* cotzx 
/ 1 / 1 
(arcsin zy 一 一 一 一 一 一 (arceos 元 ) 一 一 一 一 一 一 
A Te 
| 隐 4 一时 
(arctan zx) = (arccot x) I+ 


【 例 2-2〗 求 y=Vz 在 z=1 处 的 导数 值 。 


ws 

解 : 因为 了 一 本 司 
2 二 于 
故 y 1:-: 一 3 ee 2 


2.1.4 导数 的 几何 意义 
函数 一 /z) 在 点 ze 处 的 导数 f(zo) ,表示 曲线 y= 二 f(z) 在 点 M(xzo ,f(zo)) 处 切 
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囊 


线 的 斜率 , 即 
k= tana= f (x0) 
其 中 ,a 是 切线 的 倾斜 角 , 这 就 是 导数 的 几何 意义 。 
曲线 y= 二 f(z) 在 点 M(zo ,f(zo)) 处 的 切线 方程 为 
y— f(x0) = f (xo) (zx— Zo) 
曲线 y==f(z) 在 点 M(zo ,f(zo)) 处 的 法 线 方程 为 
| 
y— f(zo) A 
注 ; 若 六 (xzo) 一 0, 则 av 一 0, 即 曲线 在 该 点 有 平行 于 工 轴 的 切线 ;车 f(zxo) 二 oo, 则 
到, 即 曲线 在 该 点 有 答 直 于 工 轴 的 切线 。 
【 例 2-3】〗 求 曲线 > 一 二 在 点 (2,8) 处 的 切线 和 法 线 方程 。 
解 : 因为 上 人 一 y|.-: 一 3z2:|。-: 一 12, 所 以 切线 方程 为 y 一 8 二 12(zx 一 2), 即 
?一 12z 十 16 王 0 
法 线 方程 为 > 一 8 一 一 古 (z 一 2) , 即 
12y 十 z 一 98 一 0 


Xo) 


a= 


2.1.5 可 导 与 连续 的 关系 


定理 2-1 若 函 数 y= 二 f(z) 在 点 zo 处 可 导 , 则 函数 y= 二 f(z) 在 zo 处 连续 。 
注 : 此 定理 的 逆 命 题 不 成 立 , 即 连续 不 一 定 可 导 。 

【 例 2-4】 函数 y==f(z)==|z| 在 zx=0 处 连续 , 问 其 在 x=0 处 是 否 可 导 ? 
解 : 在 z=0 自 变量 的 改变 量 为 Az, 则 函数 的 改变 量 


Az， AZ >>0 
Ay = f(0+Az)—f(0) 王 |0 十 Az | 一 | 01=| Az 1 
一 名 8 dB 
im A2= jim A 和 = 
于 是 ns i xs l 
= :Ay 
lim >= lim ——=—1 
ar-o- AT Ar-0 Az 


所 以 ,lim 2 不 存在 。 

因此 ,f(zx)==|z| 在 z=0 处 不 可 导 。 

Fz) 一 [zl 在 zx 一 0 不 可 导 的 几何 意义 是 此 折线 在 (0,0) 点 
处 没有 切线 ,如 图 2-2 所 示 。 


应 用 模块 2. 1 


应 用 1 【订货 量 的 变化 了 兴隆 服装 公司 利用 一 种 新 型 材料 加 工 各 类 精致 的 手提 包 很 
受 欢 迎 ,销售 出 口 后 供不应求 。 为 扩大 出 口 范围 ,争取 到 更 多 的 外 商 经 营 , 企 业 第 一 年 实 
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行 限量 订货 。 当 某 个 外 商 的 订货 量 z( 单 位 : 千 个 ) 大 于 3 千 个 时 ,订货 单价 y( 单 位 : 百 
元 ) 服 从 下 面 的 函数 关系 
y= f(z) =28, zxz>3 
求 : (1) 订货 量 xz 由 ze 变化 到 zo 十 Az 时 的 平均 变化 率 。 
(2) 订货 量 z 由 4 千 个 变化 到 5 千 个 时 的 平均 变化 率 。 
解 : (1) 所 求 平均 变化 率 为 


Ay _ zao 十 Arz) 一 xzo) Czo .A 一 动 2z0AE 二 AR “更 本， 
Az Az Az Az 外 
(2) 订货 量 xz 由 4 千 个 变化 到 5 千 个 时 ,zs 一 4,Az 一 5 一 4 一 1, 利 用 (1) 的 结果 ,得 


Ay _ 加 = 
Ax 一 2X4 十 1 二 9( 百 元 ) 


它 表明 zx 由 4 千 个 增加 到 5 千 个 时 ,订货 单价 y 将 增加 9 百 元 。 

应 用 2 【化 学 反应 速度 3 化 学 反应 速度 是 用 单位 时 间 内 生成 物 浓 度 变化 的 多 少 来 描 
述 的 。 若 浓度 与 时 间 的 关系 为 N=N(D (浓度 N, 时 间 让, 则 在 (1,t 十 At) 这 段 时 间 内 , 浓 
度 的 改变 量 为 


AN = N(t+At)— NG) 
浓度 的 平均 变化 率 为 
AN _ NG 十 Alt) 一 NGCt) 
At At 
那么 ,该 物质 在 上 时 刻 的 瞬时 反应 速度 为 
NGD) lim AN lim M+ AD— NG) 
Ar-0 At Ar=0 At 


上 述 极限 值 ( 即 导数 值 ) 越 大 说 明 物 质 在 上 时刻 的 反应 速度 越 快 。 

应 用 3 【电流 强度 电流 强度 是 用 单位 时 间 内 通过 导线 横 截面 的 电量 的 多 少 来 描述 
的 。 若 电量 Q 与 时 间 t 之 间 的 关系 为 Q 二 Q(7), 则 在 (1,t 十 At) 时 间 内 ,导线 的 平均 电流 
强度 为 


AQ _ Q(t+AD) -QW 
At At 


在 某 时 刻 t 的 电流 强度 为 
iD) = QC) 和 一 


Ar0 


上 述 极限 值 越 大 ,说 明 导 线 在 时 刻 t 通过 导线 横 截 面 的 电量 越 多 ,此 时 导线 的 电流 强 
度 越 大 。 

应 用 4 【边际 收入 了 边际 收入 是 经 济 学 中 的 一 个 概念 。 边 际 收入 是 用 单位 销售 量 的 
变化 带 来 的 销售 收入 总 额 变化 的 多 少 来 描述 的 。 若 销售 收入 R 与 销售 量 z 的 关系 是 
及 =R(Cz), 则 当 销 售 量 由 zo 变化 到 工时 ,总 收入 的 平均 变化 率 为 

AR 到 RCr) — Rm) 
Ar 一 2 

这 个 变化 率 是 销售 量 每 增加 (或 减少 ) 一 个 单位 时 总 收入 的 增加 值 (或 减少 值 ) ,那么 

导数 
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二 Cs bq 起 lim RCz) — RCo) 


表示 销售 量 z 一 zo 时 ,总 收入 相对 于 销售 量变 化 时 的 变化 率 , 即 边际 收入 。 此 极限 值 越 
大 ,说 明 销售 量 为 ze 时 总 收入 的 变化 越 大 。 

类 似 地 ,在 经 济 学 中 的 边际 成 本 ,边际 利润 ,产量 的 变化 率 、 国 债 的 增长 率 , 物 理学 中 
的 线 密度 、 角 速度 、 比 热 容 温度 梯度 ,生物 学 中 的 生长 速率 、 血 液 流速 梯度 ,化 学 中 的 压缩 
系数 ,心理 学 中 的 成 绩 提 高 率 ,地 质 学 中 的 热传导 速度 ,社会 学 中 传闻 的 传播 速度 等 相关 
的 概念 都 是 导数 在 实际 问题 中 的 运用 。 


实践 模块 2.1 
A 组 (基础 训练 ) 

1. 求 下 列 函 数 的 导数 。 

本 = 

(1) y 一 工 (2 和 

(3) y 一 VZ (4) ?= 点 

(5) 4 (6) y= Yr 

(7) y=10* (8) y=logszx 

2. 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 导数 值 。 

(1) y=cos zy | (2) y=cot zsy’ |.s 

(3) 5 (4) y= 


(5) y=arcsin zy | (6) y=arctan zy bs 


3. 求 曲线 y 一 In 并 在 zx 一 e 点 处 的 切线 方程 和 法 线 方 程 。 
B 组 (能 力 提高 训练 ) 


1. 填空 题 。 

CD 曲线 * 一 z 一 二 上 的 切线 斜率 等 于 于 的 点 是 s 

(2) 设 y= 二 f(x) 在 点 z=1 处 可 导 , 且 limf(x)=2, 则 f(1)= 

2、 选择 题 。 站 

GD 设 PCzv) 存 在 , 且 lim aa 二 20e 一 fc 一 1, 则 尹 oxo)-( ， )。 
A. 2 B. 1 ， D. 玛 

(2) 曲线 3 一 于 十 sinz 在 z==0 处 的 切线 倾斜 角 为 ( ; 
A 可 B. 到 本 而 | | 
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(3) 若 直线 y= 二 3 十 a 与 曲线 > 一 好 十 5z 十 4 相 切 , 则 一 ( 和 


成 .名 B. 一 2 区 等 五 ,一 3 
(4) 设 f(z) 在 zo 处 不 连续 , 则 ( 大 

A. 了 (zo) 必 存 在 B. 了 (zo) 必 不 存在 

©, limf(z) 必 存在 这 limf(z) 必 不 存在 


3. 设 导数 f(zo) 存 在 ,指出 下 列 极限 表示 什么 。 


(1) limtzo 一 Az) 一 FCzo) (2) 和 
Ar-0 0 


Ax h 
放权 ] 一 rz 
ob Bm (4) lim 人 2 台 ,y(0)=0 且 (0) 存 在 
z 二 一 2 0 X 


到 -mo 


4. 求 曲线 y 一 cosz 在 点 [于 , 寺 } 处 的 切线 方程 与 法 线 方程 。 


sap Pr: 
记 下 >| ”0 在 点 x 二 0 处 的 连续 性 和 可 导 性 。 
Us 立 一 0 
知识 模块 2.2 导数 的 运算 
学 习 任务 
【知识 目标 】 


(1) 掌握 导数 的 四 则 运算 法 则 和 复合 函数 的 求 导 公式 。 

(2) 掌握 隐 函 数 求 导 法 和 对 数 求 导 法 。 

(3) 掌握 初等 函数 一 阶 、 二 阶 导 数 的 求法 。 

(4) 理解 高 阶 导 数 的 求法 。 

【能 力 目标 】 

(1) 能 运用 导数 的 四 则 运算 法 则 求 导 数 。 

(2) 掌握 复合 函数 、 隐 函数 和 对 数 函 数 的 求 导 方法 。 

(3) 掌握 初等 函数 一 阶 、 二 阶 导 数 的 求法 。 

【学 习 重 点 】 

导数 的 四 则 运算 法 则 ;复合 函数 、 隐 函数 和 对 数 函 数 求 导 法 ;高 阶 导 数 的 求法 。 

【学 习 难 点 】 

隐 函 数 求 导 法 和 对 数 函 数 求 导 法 。 

引 例 2-1 【瞬时 速度 已 知 某 物体 做 变速 直线 运动 ,其 运动 方程 为 ;二 (#2 十 1)(t 十 1) 
(单位 : m) ,如 何 求 在 :一 3s 时 的 速度 ? 

上 述 问 题 涉及 导数 的 运算 ,运用 导数 的 定义 计算 是 比较 烦琐 的 ,是 否 有 更 加 便捷 的 方 
法 呢 ? 
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2.2.1 导数 的 四 则 运算 法 则 
定理 2-2 设 函 数 wx 一 x(Cz) 与 = 一 w(Cz) 在 点 并 处 可 导 , 则 它们 的 和 、 差 、 积 、 商 
(4 二 vuv, 芋 (oz0) ) 在 点 工 处 也 可 导 , 且 


(1) (w+tv)’=w tv 。 
(2) (uv)’ =u'vtuv’。 
| / 
uu) __uv—uv 
(3) (z) 二 
推论 1 yw，…'uo 为 有 限 个 可 导 函 数 , 则 
(t4 土 Ws 土 … 土 Wu) 二 i 土 忆 土 … 土 wu 
推论 2 (uvw) = vw tuv wt uvw 
推论 3 (Cw) = 二 Cw(C 为 常数 ) 
Ph mm 
推论 4 全] 一 一 GCC 为 常数 ) 


【 例 2-5】 y=x' 十 3sin x 一 tan 二 , 求 yo 

解 : y =) +3Gsinz)’— tan 至 ] 
一 4Z3 十 3cos 工 

【 例 2-6】 求 > 一 zcosz 的 导数 。 


斋 1 | / > 
解 : 洒 X Cos ZXx+tzx(cos 7z) cos 工 一 ZSIn 工 


【 例 2-7】 求 y* 一 一 的 导数 。 
COS 工 


/ rr 

/ 1 (cosx) _ sinzx 

解 : y 本 5 一 SC * tanz 
COS 工 coOS TcOS 工 


即 


(secz) 一 secz。tan 工 
2.2.2 复合 函数 求 导 法 则 
定理 2-3 (复合 函数 的 求 导 法 则 ) 设 : 
(1) x 一 p(Cz) 在 点 并 处 可 导 , 必 一 9 (zx)。 


(2) y 一 Fo 在 对 应 点 kx 一 p(z) 处 可 导 ,y% 一 广 (x), 则 复合 函数 > 一 AFLP(z) 在 点 工 
处 也 可 导 , 且 


dy _ dy . dx 1 和 
dr du dz 或 y= ye us 


推论 若 y==f(w) ,wu==g(v),v 二 J(z) 都 可 导 , 则 复合 函数 y= 二 figLy(zx)]) 对 x 的 导 
数 为 


dy _ dy . dx .dz / 
dz du dv dz 或 
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【 例 2-8〗 求 y==sin 2z 的 导数 。 

解 : 一 (sin 2z) “一 cos 2z。(2z) “一 2cos 27 

【 例 2-9】 求 > 一 e “的 导数 。 

解 : =e“》=@ "(一 x》 e = 

【 例 2-10】 求 > 一 (2z 十 1)2 的 导数 。 

解 : y =[(2zx 十 1)*] =10(2z 十 1)?。(2z 十 1)’ ==20(2z 十 1)? 
【 例 2-11】 求 y==2" 呈 的 导数 。 


解 : y=2=im2{cos 却 】 atin2( sin 于 (于 ] ln 2， 2isin 地 


【 例 2-12】 求 > 一 Inarctan 地 的 导数 。 


六 并 下 | 1 元 下 2 
解 : y 有 (arctan 雪 ] 7 


arctan 3 arctan 1 ( (4 十 zx?)arctan 地 


S| 


2 


2.2.3 隐 函 数 的 求 导 法 则 


前 文中 我 们 所 涉及 的 函数 是 能 明显 地 表示 为 关系 式 y= 二 f(z) 的 显 函数 ,如 果 变 量 x 
和 y 的 关系 是 由 方程 FCz,y) 一 0 确定 的 ,这 种 函数 称 为 隐 函 数 。 有 些 隐 函 数 可 以 化 为 显 
函数 ,如 方程 z 十 光一 1 一 0 可 以 化 为 显 函数 y= V1 一 z; 但 有 些 隐 函 数 则 很 难 或 不 能 化 为 
显 函 数 ,如 zy 十 esf 一 0。 如 何 求 隐 范 数 的 导数 ? 下 面 给 出 隐 函 数 的 求 导 方 法 。 

在 隐 函 数 中 ,因为 函数 y 和 zz 的 关系 隐藏 在 方程 F(z,y) 二 0 之 中 ,所 以 求 隐 函 数 的 
导数 ,只 需 对 方程 F(z,y) 二 0 两 边 同 时 关于 xz 求 导 , 并 将 方程 中 的 y 看 成 x 的 函数 y 一 
f(z) ,从 中 解 出 函数 的 导数 y 即 可 。 

【 例 2-13】〗 求 由 方程 y 十 zy 十 y 二 1 所 确定 的 隐 函 数 y 二 f(z) 的 导数 y 。 

解 : 方程 中 > 是 zx 的 函数 ,y 是 工 的 复合 函数 ,因此 按 复合 函数 的 求 导 法 两 边 同 时 
对 工 求 导 。 


(Cy) 二 (zy) 十 (人 =1 
即 
2y* y 十 y 十 zy 十 y 一 0 
解 出 y ,得 
光一 
一 般 地 ,由 方程 FCz,y) 王 0 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 y 的 表达 式 中 含有 > 与 y。 


【 例 2-14】 求 曲 线 zy 十 In y==1 在 点 M(1,1) 处 的 切线 方程 。 
解 : 方程 两 边 同时 对 zx 求 导 , 得 


ytay’ + 3y 一 0 


解 出 y ,得 


Ws 
2 yl1 
则 该 曲线 在 点 M(1,1) 处 切线 的 斜率 为 
六 二 时 :1 一 一 计 
所 求 切线 方程 为 
y 1 一 一 十 Cz 一 1) 
即 


2.2.4 对 数 求 导 法 
对 一 些 较 特殊 的 函数 的 求 导 ,如 罕 指 函数 y* 一 LF(z)]s” (f(z) 取 0) 及 短 、 积 、 商 等 运 


算 较 繁 的 式 子 , 如 > 一 (3z 一 1)3、 /三 》 ,可 以 采用 两 边 取 对 数 ,化 为 隐 驮 数 求 导 的 方法 ， 
这 种 求 导 方法 称 为 对 数 求 导 法 。 

【 例 2-15】〗 求 > 一 zx*(Cz 二 0) 的 导数 。 

解 : 等 式 两 边 取 自然 对 数 , 得 

lIny=sinz* Inzx 

上 式 两 边 同 时 对 工 求 导 ,得 
一 cosZ。lnz 十 sinz。 1 
> I 


所 以 


Sin 工 Sin 工 
yY=y{cosz ， In zt ne) = (eos “ln x+] 


【 例 2-16】 求 一 (3z 一 1) /一 ;的 导数 。 
解 : 等 式 两 边 取 对 数 , 得 


5 1 1 
ln y 了 Im(3z D+zln(z 1) aln(z 2) 


上 式 两 边 同时 对 zx 求 导 , 得 
5 


本 
3 本 下 


所 以 


y 5 ETi 才 1 1 
ye z [3 Te | 


注意 : 在 这 两 类 显 函 数 的 导数 表达 式 中 ,函数 记号 y 要 用 相应 的 工 的 表达 式 代入 ,使 
导数 仍 表示 为 显 函 数 。 
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2.2.5 高 阶 导 数 


定义 2-4 若 函 数 y 二 f(z) 的 导数 广 (z) 仍 是 工 的 可 导 函 数 , 可 以 对 工 再 求 导 , 则 把 
了 (x) 的 导数 叫 作 函 数 y 二 f(z) 的 二 阶 导 数 , 记 作 


y dz 中 
yD， 式 


函数 > 一 7(z) 的 二 阶 导数 的 导数 叫 作 y= 二 f(z) 的 三 阶 导 数 ,以 此 类 推 y 二 了 f(z) 的 
n 一 1 阶 导 数 的 导数 叫 作 y 二 f(z) 的 n 阶 导数 , 记 作 


on 由 dy 或 df 
Ws fs 或 a 


二 阶 及 二 阶 以 上 的 导数 统称 为 高 阶 导数 。 
【 例 2-17】 求 y==ln sin z 的 二 阶 导 数 。 


’ 1 FS 
解 : y = 一 (sin Xx) 三 一 
Sin 工 Sin 工 


一 ok 三 


y=(cot zx) 一 一 csc2 工 
【 例 2-18】 求 y==tanz 的 二 阶 导 数 。 
解 : 一 secz7z 
y=2secx(sec zx) —=2sec x * sec x* tanxz—=2sec rtanz 


应 用 模块 2. 2 


应 用 1 【生猪 屠宰 】 红 宇 肉 联 厂 引进 了 一 条 肉 类 加 工 生产 线 后 ,加 工 生猪 的 成 本 大 大 
降低 。 肉 类 加 工 的 第 一 道 工序 是 对 生猪 进行 屠宰 ,如 果 该 厂 每 天 屠宰 生猪 最 多 为 1000 头 ， 
每 天 屠宰 生猪 的 总 成 本 y( 单 位 : 元 ) 是 日 字 生 猪 量 z( 单 位 : 头 ) 的 函数 

y= jz) = 一 1000 十 7z 十 50Vz，xzE[o,1000] 

求 : (1) 当 每 天 屠宰 生猪 为 100 头 时 ,总 成 本 是 多 少 ? 

(2) 当 每 天 屠宰 生猪 为 100 头 时 ,平均 单位 成 本 是 多 少 ? 

(3) 当 每 天 屠宰 生猪 由 100 头 增加 到 225 头 时 ,总 成 本 增加 多 少 ? 

(4) 当 每 天 屠宰 生猪 由 100 头 增加 到 225 头 时 ,总 成 本 的 平均 变化 率 是 多 少 ? 并 说 
明 其 含义 。 

(5) 当 每 天 屠宰 生猪 为 100 头 时 ,边际 成 本 是 多 少 ? 并 说 明 其 含义 。 

解 : (1) 当 每 天 屠宰 生猪 zx 一 100 头 时 ,总 成 本 为 

(100) == 1000 十 7X 100 十 50 V100 == 2200( 元 ) 

(2) 当 每 天 屠宰 生猪 x 二 100 时 ,平均 成 本 为 


io _ 2200 _ 0 
100 100 2 


(3) 当 每 天 屠宰 生猪 zx 由 100 头 增加 到 225 头 时 ,Az 王 225 一 100 王 125, 又 由 (1) 计 算 
结果 知 F(100) 王 2200, 类 似 可 求 得 F(225) 王 3325. 所 以 相应 总 成 本 增加 了 
Ay = f(225) 一 f(100) = 3325 一 2200 == 1125( 元 ) 
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(4) 当 每 天 屠宰 生猪 zx 有 100 头 增加 到 225 头 时 ,总 成 本 的 平均 变化 率 为 


Ay 1125 一 /y 
- = 二 9( 元 / 头 ) 
Arz | z=loo,ar=125 125 元 / 关 


即日 屠宰 生猪 由 100 头 增加 到 225 头 时 ,多 屠宰 一 头 总 成 本 平均 增加 9 元 。 
(5) 由 总 成 本 函数 求 得 生猪 屠宰 的 边际 成 本 为 
1 25 


=f(x) = (1000 十 7z 十 50Vz) 一 7 十 50 7 十 
二 和 “名 起 属 


所 以 当 每 天 屠宰 生猪 zx 王 100 头 时 ,边际 成 本 为 
~ 25 Ep 
(100) = 7 十 一 一 一 = 9.5( 头 ) 
# 十 ToT 元 / 头 


其 实际 含义 是 : 当 每 天 屠宰 生猪 为 100 头 时 ,总 成 本 的 增长 率 是 每 头 9.5 元 。 

应 用 2 【线路 安装 了 电信 公司 要 估计 安装 住宅 电话 新 线路 的 数量 。 该 公司 拥有 的 总 
电话 线 数量 .拥有 的 客户 数量 以 及 每 个 客户 拥有 电话 线 数量 都 是 时 间 的 函数 ,依次 记 为 
LL 二 L(t) ,s 二 s(t) ,n 二 n(t)。 在 每 个 月 的 开始 ,不 妨 令 t==0, 则 L(t) 二 s(t)n(t)。 若 1 月 
初 ,公司 有 100000 个 用 户 ,平均 每 个 用 户 拥有 1. 2 条 电话 线路 。 估 计 客 户 每 月 的 增长 率 
1000 ,调查 发 现 , 平 均 每 个 用 户 想 要 在 1 月 底 再 安装 0. 01 条 新 线路 。 通 过 计算 在 月 初 电 
话 线路 的 增长 ,预计 一 下 在 1 月 份 该 公司 将 为 用 户 安 装 新 线路 的 数量 。 

解 : 由 题 意 得 

s(0) 一 100000， n(0) 一 1.2 
s (0) 2 1000，7 (0) 2 0.01 
那么 , 按 题 意 要 求 志 (0) 。 根 据 乘积 的 求 导 法 则 ,有 
了 (ti = [sn] = snlt) 十 sCt)7 (Et) 
因此 
L’(0)= s (0)n(0) 十 SCO)7 (0) 
2 1000 X1.2 十 100000 Xx 0.01 = 2200 
即 该 公司 在 1 月 份 将 要 安装 约 2200 条 新 线路 。 

应 用 3 【汽车 配件 的 需求 ] 吉 利 汽配 公司 生产 一 种 小 型 的 汽车 配件 , 设 市 场 上 对 此 
配件 的 商品 需求 量 为 g, 销 售 的 价格 为 p, 由 多 年 的 经 营 实践 得 知 此 配件 的 需求 量 g 与 价 
格 p 之 间 的 关系 (经 济 学 中 称 为 需求 函数 ) 近 似 为 


_ 10000 下 
a 


如 果 配 件 的 价格 按 每 年 5% 的 比率 均匀 增加 ,现在 销售 价格 为 1. 00 元 , 问 此 时 需求 
量 将 如 何 变 化 ? 
解 : 因为 需求 量 gq 随 价格 p 的 变化 而 变化 ,而 价格 p 又 随时 间 z 的 变化 而 变化 ,所 以 


4 是 上 的 复合 函数 。 根据 题 意 知 , 季 一 0. 05p,p=1.00。 


由 复合 函数 的 求 导 法 则 得 
dg_ dg dp 10000 二 区 dp 


d 
dt dp dt pp ke 5p 二 DD? dt 
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a 人 


-0 1 dp 
Cp pe | 


dp 
代入 也 1.00, 


dp 1l0000X 2X0.5 
dt [ 站 


即 该 配件 的 商品 需求 量 减少 的 速率 为 每 年 148. 2 个 单位 (该 问题 又 称 为 相关 变化 率 
的 问题 )。 


应 用 4 【分 期 对 投资 的 影响] 若 初期 投入 为 A ,1 年 末 的 本 利和 4, 一 A。 [1+ 万】， 
求 本 利和 A 相对 于 分 期 n 的 变化 率 。 
解 : 因为 A, 二 A (1 二 二 】 一 AuewwGr5 ,所 以 本 利和 A 相对 于 分 期 的 变化 率 为 


4 | 


0.05X1==0.05 得 


p=1.00 


0.1X2pe™! ]x°. 05 一 一 148.2 


= ec [an 人 (+ 二 年-] 


和 (+) [m+ 双 - 才 ] 
应 用 5 【水 位 上 涨 ] 南 方 多 雨 地 区 ,雨季 里 水 库 的 水 位 要 时 时 进行 监测 。 在 某 一 水 
库 测 得 河水 以 8msy/s 的 体 流 量 流 入 水 库 中 ,水 
库 形状 是 长 AB = 二 4000m, 顶 角 为 120" 的 水 槽 
( 见 图 2-3), 问 水 深 20m 时 ,水 位 每 小 时 上 升 
几米 ? 
解 : 设 在 t 时刻 水 深 为 h(z) ,由 水 库 内 水 量 
V 是 水 深 4 的 函数 及 水 深 4 又 是 时 间 t 的 函数 
知 ,V 是 上 的 复合 函数 ,又 由 题 意 可 求 得 
V = 4000 V3h? ci 


所 以 要 求 的 是 当 /一 20m 时 ,水 面 每 小 时 上 升 的 速度 健 。 而 六 是 由 (1) 式 所 确定 的 隐 范 
数 , 故 两 边 对 (1) 式 关于 1 求 导 , 得 


dV _ dh 
Tr = 8000 V3h 


又 Y=8m’/s=28800m /hh—20m 代入 上 式 求 得 


dh 0 Io 
dt 


即 水深 为 20m 时 ,水 位 每 小 时 约 上 升 0. 104m。 


对 高 等 应 用 数学 


应 用 6 【血压 变化 3 人 的 血液 从 心脏 流出 ,经 主动 脉 后 流 到 毛细 血管 ,再 通过 静脉 流 
回 心 脏 。 假 设 某 人 在 心脏 收缩 的 一 个 周期 内 血压 已 (单位 : mmHg) 和 血液 从 心脏 流出 的 
Q=/ 
时 间 Q( 单 位 : s) 的 参数 方程 为 98 :0, 求 此 人 在 心脏 收缩 的 一 个 周期 内 血 
P= rT 
压 的 变化 率 ,并 由 此 判断 这 个 人 的 血压 是 升 高 了 还 是 降低 了 。 


解 : 因为 求 血压 的 变化 率 即 是 求 血压 关于 时 间 Q 的 导数 和 ,由 于 


dQ 和 dP 98 
dd 2 ” 1 


所 以 血压 的 变化 率 为 
dP _ 98 
dP _ dt (t+1)? 196yt 
dQ dQ < G+ 
dt 2 


由 血压 的 变化 率 95 一 0 ,可 判断 这 个 人 的 血压 是 降低 了 ， 


应 用 7 【飞机 启 航 ] 飞 机 起 飞 的 一 段 时 间 内 , 设 飞 机 运动 的 路 程 (单位: m) 与 时 间 上 
(单位 : s) 的 关系 满足 ;= 一 i, 求 当 1==4s 时 飞机 的 加 速度 。 
解 : 因为 


s = (BC—V)’ = 3 


:= (3*— 二 】 = e+ 1 
所 以 当 ;一 4s 时 ,飞机 的 加 速度 为 
一 站 一 6X4 十 i 24 吉 (m/s) 
应 用 8 【方案 选择 南方 地 区 经 济 发 达 , 高 速 公 路 的 建设 发 展 迅 猛 。 某 工程 建设 公 
司 承 包 了 一 段 公 路 的 建设 任务 ,建设 周期 至 少 要 三 年 。 这 一 公路 的 建设 有 两 个 可 供 选择 
的 方案 ,其 利润 是 二 (单位 : 百 万 元 ) ,时 间 是 t( 单 位 : 年 ) ,这 两 种 方案 的 数学 模型 如 下 。 


_ 
模型 一 ， 六 (0 一 十 IT 
pa 让 
模型 二 : Le 一 二 [十 1 


那么 该 公司 选择 哪 种 方案 的 模型 最 优 ? 
解 : 两 种 方案 的 数学 模型 已 经 给 出 ,那么 最 优 方案 模型 的 选择 首先 考虑 的 是 使 该 公 
司 获 利 最 大 者 。 为 此 先进 行 比较 : 


当 t=1 时 ,因为 L1(1)==3<1 


于 二 1 一 立即 一 年 后 两 个 模型 的 利润 


于 


3 ,L201) 


额 是 相等 的 。 同 样 我 们 可 以 计算 当 :一 2 时 ,Li(2) 一 2,Ls(2) 一 亏 , 显 然 两 年 后 选择 第 二 
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个 模型 要 优 于 第 一 个 模型 ,那么 是 什么 原因 呢 ? 我 们 再 比较 两 个 模型 的 利润 增长 率 。 


/ 二 站 3 
FE = { 把 GF 

六 省 十 2 
1 (ei) 让 


当 1 二 1 时 ,这 两 个 模型 的 增长 率 仍然 相等 。 


, :Bk:. 7 了 十 2X1 3 
Ly (| 二 
下 面 我 们 再 来 考察 这 两 个 模型 的 利润 增长 率 是 如 何 变 化 的 ,利润 增长 率 的 变化 率 是 
#( 电 )- 点 
dd de 
对 这 两 个 模型 来 说 ,分 别 有 
han, -是 各 .- 6 
LID 一 
罗 种 d 12+2t d i . 
Ca i pe I 和 0 i Gt 
在 :一 1 处 ,每 个 模型 利润 增长 率 的 变化 率 是 
以 6 3 | 
Eu (+1) 1 CD 


对 于 第 一 个 模型 来 说 ,在 1=1 处 利润 增长 率 是 正 的 ,但 是 增长 率 的 变化 率 Li(1) 却 是 负 
的 , 即 该 模型 的 利润 增长 率 在 减速 ;对 第 二 个 模型 来 说 ,在 1=1 处 不 但 利润 增长 率 是 正 
的 ,而 且 利 润 增长 率 的 变化 率 L2(1) 也 是 正 的 , 即 利润 的 增长 率 在 加 速 。 

那么 采用 哪个 模型 呢 ? 首先 会 发 现 从 现在 起 一 年 以 后 的 利润 及 利润 增长 率 是 相等 
的 ,但 第 二 个 模型 的 增长 率 在 增加 ,而 第 一 个 模型 的 增长 率 则 在 减速 ,所 以 随 着 时 间 的 推 
移 , 第 二 个 模型 要 优 于 第 一 个 模型 。 考 虑 到 建设 周期 至 少 要 三 年 ,所 以 该 公司 应 选择 第 二 
个 模型 。 


实践 模块 2. 2 
A 组 (基础 训练 ) 
1. 利用 导数 的 四 则 运算 法 则 求 下 列 函 数 的 导数 。 
(1) y 一 2z3 一 3z2 十 1 (2) 3 一 + 研一 Imnz 
(3) y 一 zlnzx (4) 
2. 求 下 列 复合 函数 的 导数 。 
(1) y 一 cos3z (2) y 一 归 
(3) y 一 lnsz (4) y=2™ 


(5) y= V1—zx’ (6) y 一 log.(2z 一 1) 


dl 


(7) y=1n(1+zx’) (8) y 一 lnlnz 

(9) y=arcsin Vz (10) y=sin’ (1—2zx) 

3. 求 下 列 方程 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 或 在 指定 点 的 导数 。 

(1) zx:+y:=2zx (2) zy 一 @ 一 @? 二 0, 点 (0,1) 
4. 求 下 列 函数 的 二 阶 导 数 。 

(1) y=sinztcoszr (2) y=e” 

(3) y=Zxe” (4) y= (1 二 x?)arctanz 


B 组 (能 力 提 高 训练 ) 
1. 利用 导数 的 四 则 运算 法 则 求 下 列 函 数 的 导数 。 


(1) yy 一 人 (cosz 十 sinz) (2) 和 

2. 求 下 列 复合 函数 的 导数 。 

(1) y 一 In(z 十 VI 干 好 ) (2) y 一 arctan(z2 十 1) 
(3) y 一 sinz cos3 工 (4) y 一 Incos V2z 
(5) y=arcsin(sinz) (6) y 一 sin2z 十 sinz2 
3. 求 下 列 方 程 所 确定 的 隐 范 数 的 导数 。 

(1) zs 十 6zy 十 5 一 3 (2) sin(Czy) 一 工 


4. 求 函数 y= 二 (sinz)* 的 导数 。 
六 _ /GC-DG-2) 
知识 模块 2.3 函数 的 微分 


学 习 任 务 
【知识 目标 】 
(1) 理解 微分 的 概念 ,导数 与 微分 之 间 的 关系 。 
(2) 掌握 微分 基本 公式 。 
(3) 掌握 微分 的 四 则 运算 法 则 、 一 阶 微分 形式 不 变性 。 
【能 力 目标 】 
(1) 能 运用 微分 的 概念 和 微分 的 四 则 运算 法 则 进行 微分 问题 的 讨论 。 
(2) 能 运用 微分 进行 近似 计算 。 
【学 习 重 点 】 
导数 和 微分 之 间 的 关系 ;一 阶 微分 形式 不 变性 。 
【学 习 难 点 】 
微分 的 概念 。 
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引 例 2-2 【人 金属 薄片 受热 后 面积 的 改变 量 】 某 一 正方 形 金属 薄片 的 边 长 为 2m, 当 金 
属 受热 边 长 增加 0.01m 时 ,面积 的 改变 量 是 多 少 ? 


2.3.1 微分 的 概念 


在 实际 应 用 中 ,经 常会 遇 到 当 自 变量 有 一 个 微小 的 改变 时 计算 相应 函数 的 改变 量 的 
问题 ,一 般 来 说 比较 困难 ,引入 微分 的 概念 ,使 得 这 些 问 题 得 以 解决 。 
前 面 介 绍 了 f(z) 在 点 ze 处 的 导数 的 定义 : 


根据 极限 与 无 穷 小 量 的 关系 ,有 
Ay 
As 


= 了 f(z)t+a 


即 
Ay=f (zx0) * Axta* Ax 
其 中 ,a Ax 是 当 Az-~>0 时 比 Az 高 阶 的 无 穷 小 量 ; f(zxo)。Az 是 Az 的 线性 函数 , 称 为 
线性 主 部 。 因 此 ,我 们 可 以 用 线性 主 部 近似 地 表示 Ay, 这 部 分 就 定义 为 微分 。 
定义 2-5 ”如果 函数 y= 二 f(z) 在 zo 处 的 改变 量 Ay 可 以 表示 为 
Ay = f (zo)Axr to(Axr) 
其 中 ,o(Az) 是 Ax 的 高 阶 无 穷 小 量 , 则 称 y= 了 (xz) 在 点 ze 处 可 微 ,并 称 广 (zo)Az 为 y 一 
f(z) 在 zo 处 的 微分 , 记 为 dy 一 广 (zo)Az。 
由 上 述 定义 有 Ay=<dy。 
定理 2-4 函数 y= 二 f(z) 在 点 zo 处 可 微 的 充 要 条 件 是 函数 y= F(z) 在 点 ze 处 可 导 。 
定义 2-6 自 变量 的 改变 量 称 为 自 变量 的 微分 , 记 为 dz, 即 dz 一 Az。 
定义 2-7 函数 y 二 f(z) 在 任意 点 的 微分 称 为 函数 的 ， 
微分 , 记 作 dy 或 df(x), 即 
dy = f (a)Az = f Cx)dr 


从 而 有 转 一 六 (x) , 即 丁 数 F(z) 的 导数 是 丽 数 的 微分 /ei 


dy 与 自 变量 的 微分 dz 的 商 ,因此 导数 也 称 为 微 商 。 
图 2-4 给 出 了 微分 dy 的 几何 意义 ,就 是 曲线 > 一 


f(z) 在 点 p 处 的 切线 的 纵 坐 标的 改变 量 。 图 2-4 
2.3.2 微分 的 基本 公式 

基本 初等 函数 的 微分 公式 如 下 。 

d(C0) 二 0(C 为 常数 ) d(x°)=azx” 1dzx 

d0ogz) 一 -dz d(lnz) 一 二 dz 

d(ar) 一 azln adz dCer) 一 erdz 


d(sin x)=cos Zdz d(cos 7)=—sin Zdz 


等 应 用 数学 


囊 


d(tan zx)=sec’ zdzr 


d(cot zx)=—csc’ zdz 


d(sec xz)=sec x * tanzxdzr dlcsc x)=—cscx" cot zdz 
d(arcsin 工 ) 一 dz d(arccos 7)= = 
1—g’ 1 一 六 
d(Carctan z)=—— sdz d(Carceot 可 一 一 一 上 dz 
arctan Z) 一 [十 75 arccot 工 1d 


2.3.3 微分 的 运算 法 则 


1. 和 ,、 差 \ 积 、 商 的 微分 法 则 
(1) d(ut+tv)=dutdv 
(2) d(uv)=udv+vdu 
(3) d(Cw) 二 Cdu(C 为 常数 ) 


(4) a =o) 
vv Vv 


(5) a(£)= — Cnc 为 常数 ) 


uz 
2. 复合 函数 的 微分 法 则 
设 函 数 >= jx) ,根据 微分 的 定义 , 当 是 自 变 量 时 ,函数 的 微分 为 
dy = f (wdu 
如 果 v 不 是 自 变 量 ,而 是 z 的 可 导 函 数 w 一 p(z), 由 复合 函数 的 求 导 法 知 
y =f (9 (zr) 
则 复合 函数 y= fLp(z)] 的 微分 为 
dy = f (9 (rdr 
因为 = 二 g(x) 的 微分 为 
9 (x)dr= du 
所 以 
dy=f (wdu 
由 此 可 见 , 不 论 是 自 变 量 还 是 中 间 变 量 ,函数 y 二 了 (w) 的 微分 总 保持 同一 形式 
dy 三 六 (0du, 这 一 性 质 称 为 一 阶 微分 形式 不 变性 。 
【 例 2-19】 求 函 数 y==In sin z 的 微分 。 


解法 1: dy 二 (ln sin z) “dz 一 


cos Zdz 一 cot zdz 


Sin 工 


» cos Zd7z 一 cot Zd7 


解法 2: dy 二 d(ln sin zx) 


【 例 2-20】 求 函数 > 一 sin Vz 的 微分 。 


1 . 
一 一 dsin 工 
Sin 工 


/ cos Vz 
解法 1: dy 二 (sin Vz)’dr 二 cos Vt， dz dz 
2VE 22 
1 cos Vi 
dz dz 
We 2Vz 


解法 2: dy 二 d(sin Vx) 二 cos Vid Mr 二 cos Vi， 
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2.3.4 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 


1. 计算 函数 增 量 的 近似 值 
当 函 数 y= FCz) 在 点 ze 处 可 导 ,f (xo) 关 0, 且 |Az| 很 小 时 ,有 近似 计算 公式 : 
Ay dy = f (zo)Ax 
【 例 2-21】 一 批 半径 为 lem 的 球 , 为 了 提高 球面 的 光洁 度 , 要 镀 上 一 层 铜 ,厚度 为 
0.01cm, 估 计 每 只 球 需 用 多 少 克 铜 ( 铜 的 密度 y 一 8. 9g/cms)? 
解 : 设 球 的 体积 为 V ,半径 为 7, 则 
= ar, V’ = 4rr2 
取 o 二 1,Ar 二 0.01, 由 于 Ar 很 小 ,由 公式 得 镀层 的 体积 为 
AV V(r)Ar = 4xrX1 Xo0.0l 0.13cm 
所 以 ,每 只 球 需 用 铜 约 为 8.9X0.13~1. 16g。 
2. 计算 函数 在 点 x。 附近 的 函数 值 的 近似 值 
由 Ay= (zs 十 Az) 一 F(zo) 兰 广 (zo)Az 得 近似 公式 
flxo t+ Az) fro) +f (xo)Axr 
特别 地 , 令 zo 二 0,Az=z, 有 f(x) 守 1(0) 十 (0)z。 
【 例 2-22〗 计算 V8.02 的 近似 值 。 
解 : 设 FaD= 汽 , 则 六 CD 一 二 二 , 取 加 一 8,Az 一 0. 02 ,由 公式 得 
/8.02= (8 十 0.02) = f(8)+f(8) X0.02 
一 站 + 二 X83 X 0.02 = 2.0017 


当 |z| 很 小 时 ,还 可 得 到 工程 上 常用 的 近似 公式 (其 中 角 z 以 弧度 作为 单位 ) 


(1) VITz~1+ lz (2) sin zex (3) tan zx 
(4) ln(1 十 工 ) 人 并 57 easl+ zs (6) arcsin 工 全 工 


【 例 2-23】 计算 e "的 的 近似 值 。 
解 : 应 用 近似 公式 es1 十 xz, 得 e “1 一 0.005 二 0. 995。 


应 用 模块 2.3 


应 用 1 【薄片 面积 的 增 量 了 一 块 正方 形 金属 薄片 受 温 度 影响 ,其 边 长 x 由 x。 变化 到 
Zo 十 Azr, 问 薄片 的 面积 A(x) 二 x? 约 改变 了 多 少 ? 
解 : 当 边 长 x 由 xz。 变化 到 zo 十 Axz 时 ,面积 A 的 增 量 为 
AA = (zo 十 Az): 一 好 一 2zoAz 十 (Az): 
可 见 AA 由 两 部 分 组 成 : 第 一 部 分 是 2t6Azr 二 A'(zxo)Azr, 即 函数 A(x) 二 zx? 在 点 zx。 
处 的 微分 ;第 二 部 分 是 (Azx)? , 当 Az 很 小 时 ,(Az)? 比 第 一 部 分 小 得 多 。 所 以 , 当 |Az| 很 
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小 时 ,AAA'(zo)Azr。 

应 用 2 【路 程 的 近似 值 ] 在 自由 落体 运动 中 , 求 物体 由 时 刻 上 到 上 十 At 所 经 过 的 路 程 
的 近似 值 。 

解 : 自由 落体 运动 中 ,路 程 * 与 时 间 t 的 关系 为 ;一 去 gt ,当时 刻 到 t 十 At 时 ,路 程 s 
相应 的 增 量 


As = 地 8 (1 二 AD) 一 上 gt1? = gtAt 二 让 8 (AD)? 


可 见 As 也 由 两 部 分 组 成 ,第 一 部 分 是 giA1 一 * (DAt; 第 二 部 分 是 二 g (AD?, 当 Ai 很 
小 时 ,第 二 部 分 也 比 第 一 部 分 小 得 多 ,所 以 As~s (2) At。 

应 用 3 【收入 核算 3 飞龙 计 算 机 软件 公司 开发 新 型 的 软件 程序 , 若 z 为 公司 一 个 
月 的 产量 , 则 收入 函数 为 R=36z 一 东 ( 单 位: 百 元 ), 如 果 公 司 2005 年 12 月 份 的 产量 从 
250 套 增加 到 260 套 ,请 估计 公司 12 月 份 收入 增加 了 多 少 ? 

解 : 公司 12 月 份 产量 的 增加 量 为 Ax 一 260 一 250 一 10( 套 ), 用 dR 来 估计 12 月 份 收 
入 的 增加 量 


z=250,Ar=10 


ENh 
ARX dR = (36z 一 和 大) Ax 
二 110( 百 元 ) 


20 
下 一 工 
中 (ss 间 民 I=250,Ar=10 
即 该 公司 2005 年 12 月 份 的 收入 大 约 增 加 了 11 000 元。 
应 用 4 【 热 胀 冷 缩 ] 某 一 机 械 挂 钟 的 钟 摆 的 周期 为 1s, 在 冬季 摆 长 因 热心 冷 缩 而 缩 


短 了 0.01cm, 已 知 单 摆 的 周期 为 =2x 习 /二 ,其 中 g 二 980cm/s*, 间 这 只 钟 每 秒 大 约 变化 
了 多 少 ? 
解 : 因为 钟 摆 的 周期 为 工 -1, 所 以 有 1 一 2r ,| 荆 , 解 之 得 押 长 一 0387 又 因为 摆 长 


(2r)2” 
的 改变 量 A! 二 一 0.01cem, = 一 上 ,用 dT 近似 计算 AT, 得 
dl /gl 
dT 1 
AT 一 dT= 写 AL 一 x AL 
dl /gl 
将 1= 一 Ez,Al 二 一 0.01 代入 上 式 得 
(27) 
| A 
AT dT=x AL x (— O01 
Val 8 
Ns Cr) 


2 
莹 X (一 0.01) ~— 0.0002(s) 


因此 ,由 于 摆 长 缩短 了 0.01lcm, 使 得 钟 摆 的 周期 相应 地 减少 了 约 0. 0002s, 所 以 这 只 钟 每 
秒 快 了 0. 0002s。 
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实践 模块 2.3 

A 组 (基础 训练 ) 
1. 填空 题 。 
(1) dl ) 一 2dz (2) dl ) 王 3zdz 
(3) d( 。 ) 一 costdt (Wd ) 一 二 dz 
2. 求 下 列 函 数 的 微分 。 

1 
(1) y= 地 一 C08 上 六 (2) 9 一 zx 一 让 x 十 二 x 一 上 x 
(3) y 一 Vzlnz (4) y=zxlnz—zx 
_sinz 一 
(5) 和 (6) y i 
B 组 (能 力 提高 训练 ) 

1. 求 下 列 函数 的 微分 。 
(1) y=e=+t (2) y=sin azcos bx 
(3) y 王 ln tan 工 (4) y=arcsin V1 一 2 


2. 计算 V1010 的 近似 值 。 
3. 有 一 半径 为 R 的 铁 球 , 镀 上 0.01cm 厚 的 银 , 问 大 约 用 多 少 体积 的 银 ? 


本 章 小 结 


1. 主要 内 容 

导数 和 微分 的 概念 及 几何 意义 ;导数 和 微分 的 运算 法 则 ;复合 函数 、 隐 函数 和 对 数 函 
数 的 求 导 方法 :高 阶 导数 ;微分 在 近似 计算 中 的 应 用 。 

2. 方法 要 点 

(1) 利用 导数 的 定义 求 导数 和 一 些 特殊 形式 的 极限 。 

(2) 利用 导数 的 几何 意义 求 切线 和 法 线 方程 。 

(3) 利用 求 导 公 式 和 运算 法 则 求 导数 。 

(4) 利用 复合 函数 求 导 法 则 求 导数 。 

(5) 利用 微分 公式 和 法 则 求 微分 。 

(6) 利用 公式 和 法 则 求 隐 函 数 的 导数 和 高 阶 导数 。 

(7) 利用 对 数 求 导 法 求 函数 的 导数 。 

(8) 利用 左 、 右 导数 判定 函数 在 某 一 点 的 可 导 性 。 


阅读 材料 2 ” 微 积分 的 产生 和 发 展 


微 积分 (Calculus) 是 研究 函数 的 微分 、 积 分 以 及 有 关 概 念 和 应 用 的 数学 分 支 。 微 积 
分 是 建立 在 实数 、 函 数 和 极限 的 基础 上 的 。 微 积分 最 重要 的 思想 就 是 用 * 微 元 ”与 “无 限 通 
近 ”, 即 一 个 事物 始终 在 变化 是 不 好 研究 的 ,但 通过 微 元 分 割 成 一 小 块 一 小 块 , 那 就 可 以 认 
为 是 常量 处 理 , 最 终 加 起 来 就 行 。 

微 积分 学 是 微分 学 和 积分 学 的 总 称 。 它 是 一 种 数学 思想 , “无限 细 分 ”就 是 微分 ,“ 无 
限 求 和 ”就 是 积分 。 无 限 就 是 极限 ,极限 的 思想 是 微 积分 的 基础 , 它 是 用 一 种 运动 的 思想 
看 待 问 题 。 比 如 ,子弹 飞 出 枪 膀 的 瞬间 速度 就 是 微分 的 概念 ,子弹 每 个 瞬间 所 飞行 的 路 程 
之 和 就 是 积分 的 概念 。 如 果 将 整个 数学 比 作 一 棵 大 树 ,那么 初等 数学 是 树 的 根 ,名 目 繁多 
的 数学 分 支 是 树枝 ,而 树干 的 主要 部 分 就 是 征 积 分 。 微 积分 堪 称 是 人 类 智慧 最 伟大 的 成 
就 之 一 。 

极限 和 微 积 分 的 概念 可 以 追溯 到 古代 。 到 了 17 世纪 后 半 叶 ,牛顿 和 莱 布 尼 茨 完成 了 
许多 数学 家 都 参加 过 准备 的 工作 ,分 别 独立 地 建立 了 微 积分 学 。 他 们 建立 微 积 分 的 出 发 
点 是 直观 的 无 穷 小 量 ,理论 基础 是 不 牢固 的 。 直 到 19 世纪 , 柯 西 和 维尔 斯 特 拉 斯 建立 了 
极限 理论 , 康 托 尔 等 建立 了 严格 的 实数 理论 ,这 门 学 科 才 得 以 严密 化 。 

微 积分 是 与 实际 应 用 联系 着 发 展 起 来 的 , 它 在 天 文学 力学、 化 学 .生物 学 .工程 学 .经 
济 学 等 自然 科学 .社会 科学 及 应 用 科学 等 多 个 分 支 中 ,有 越 来 越 广泛 的 应 用 。 特 别 是 计算 
机 的 发 明 更 有 助 于 这 些 应 用 的 不 断 发 展 。 

微分 和 积分 的 思想 早 在 古代 就 已 经 产生 了 。 公 元 前 3 世纪 , 古 希 腊 的 阿 基 米 德 在 研 
究 解决 抛物 弓形 的 面积 、 球 和 球 冠 面积 、 螺 线 下 面积 和 旋转 双 曲 体 的 体积 的 问题 中 ,就 隐 
含 着 近代 积分 学 的 思想 。 作 为 微分 学 基础 的 极限 理论 来 说 , 早 在 古代 以 有 比较 清楚 的 论 
述 。 比 如 我 国 的 庄 周 所 著 的 4 庄子) 一 书 的 “天 下 篇 ”中 , 记 有 ”一 尺 之 极 , 日 取 其 半 ,万 世 不 
竭 "。 三 国 时 期 的 刘 微 在 他 的 割 圆 术 中 提 到 “ 制 之 弥 细 , 所 失 弥 小 , 制 之 又 割 , 以 至 于 不 可 
割 , 则 与 圆周 和 体 而 无 所 失 侨 。" 这 些 都 是 朴素 的 也 是 很 典型 的 极限 概念 。 

到 了 17 世纪 ,有 许多 科学 问题 需要 解决 ,这 些 问题 也 就 成 了 促使 微 积分 产生 的 因素 。 
归结 起 来 ,大 约 有 四 种 主要 类 型 的 问题 : 第 一 类 是 研究 运动 的 时 候 直接 出 现 的 ,也 就 是 求 
即时 速度 的 问题 ;第 二 类 问题 是 求 曲线 的 切线 的 问题 ;第 三 类 问题 是 求 函 数 的 最 大 值 和 最 
小 值 问题 ;第 四 类 问题 是 求 曲线 长 ,曲线 围 成 的 面积 \ 曲 面 于 成 的 体积 ,物体 的 重心 一 个 
体积 相当 大 的 物体 作用 于 另 一 物体 上 的 引力 。 

17 世纪 的 许多 著名 的 数学 家 、 天 文学 家 、 物 理学 家 都 为 解决 上 述 几 类 问题 做 了 大 量 
的 研究 工作 ,如 法 国 的 费 马 、 笛 卡 儿 、 罗 伯 瓦 、 笛 沙 格 :英国 的 巴 罗 、 瓦 里 十 ;德国 的 开 普 勒 ; 
意大利 的 卡 瓦 列 利 等 人 都 提出 许多 很 有 建树 的 理论 ,为 微 积分 的 创立 做 出 了 贡献 。 

17 世纪 下 半 叶 ,在 前 人 工作 的 基础 上 ,英国 大 科学 家 牛顿 和 德国 数学 家 莱 布 尼 茨 分 
别 在 自己 的 国度 里 独自 研究 和 完成 了 微 积 分 的 创立 工作 ,虽然 这 只 是 初步 的 工作 。 他 们 
的 最 大 功绩 是 把 两 个 貌似 毫 不 相关 的 问题 联系 在 一 起 ,一 个 是 切线 问题 (微分 学 的 中 心 问 
题 ) ,一 个 是 求 积 问题 (积分 学 的 中 心 问 题 )。 
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牛顿 和 莱 布 尼 芯 建立 微 积 分 的 出 发 点 是 直观 的 无 穷 小 量 ,因此 这 门 学 科 早期 也 称 为 
无 穷 小 分 析 , 这 正 是 现在 数学 中 分 析 学 这 一 大 分 支 名 称 的 来 源 。 和 牛顿 研究 微 积分 着 重 于 
从 运动 学 来 考虑 , 莱 布 尼 茨 却 是 侧重 于 几何 学 来 考虑 的 。 

牛顿 在 1671 年 写 了 《 流 数 法 和 无 穷 级 数 》, 这 本 书 直到 1736 年 才 出 版 , 它 在 这 本 书 里 
指出 ,变量 是 由 点 、 线 、 面 的 连续 运动 产生 的 ,否定 了 以 前 自己 认为 的 变量 是 无 穷 小 元 素 的 
静止 集合 。 他 把 连续 变量 叫 作 流动 量 , 把 这 些 流动 量 的 导数 叫 作 流 数 。 牛 顿 在 流 数 术 中 
所 提出 的 中 心 问题 是 : 已 知 连续 运动 的 路 径 , 求 给 定时 刻 的 速度 (微分 法 ); 已 知 运动 的 速 
度 求 给 定时 间 内 经 过 的 路 程 (积分 法 )。 

德国 的 莱 布 尼 茨 是 一 个 博 才 多 学 的 学 者 。1684 年 ,他 发 表 了 现在 世界 上 认为 是 最 早 
的 微 积分 文献 ,这 篇 文章 有 一 个 很 长 而 且 很 古怪 的 名 字 :《 一 种 求 极 大 极 小 和 切线 的 新 方 
法 , 它 也 适用 于 分 式 和 无 理 量 , 以 及 这 种 新 方法 的 奇妙 类 型 的 计算 》。 就 是 这 样 一 篇 说 理 也 
颇 含 糊 的 文章 , 却 有 划时代 的 意义 。 它 已 含有 现代 的 微分 符号 和 基本 微分 法 则 。1686 年 ， 
莱 布 尼 茨 发 表 了 第 一 篇 积分 学 的 文献 。 他 是 历史 上 最 伟大 的 符号 学 者 之 一 ,他 所 创设 的 
微 积分 符号 远 远 优 于 牛顿 的 符号 ,这 对 微 积 分 的 发 展 有 极 大 的 影响 。 现 在 我 们 使 用 的 微 
积分 通用 符号 就 是 当时 莱 布 尼 茨 精 心 选用 的 。 

微 积 分 学 的 创立 , 极 大 地 推动 了 数学 的 发 展 ,过 去 很 多 初等 数学 束手无策 的 问题 , 运 
用 微 积 分 往往 迎刃而解 ,由 此 可 见 微 积 分 学 的 非凡 威力 。 历 史 的 事实 是 ,牛顿 和 莱 布 尼 芯 
总 结 了 前 人 的 工作 ,各 自 独立 完成 了 这 空前 的 盛 业 。 和 牛顿 约 早 10 年 开始 ,而 莱 布 尼 茨 约 
早 3 年 公布 。 但 由 于 狭隘 的 民主 偏见 , 竟 引 起 了 绵延 一 百 多 年 的 所 谓 发 明 优先 权 的 争端 。 
结果 使 英国 的 微 积分 发 展 推迟 了 若干 年 。 直 到 19 世纪 初 , 法 国 科学 学 院 的 科学 家 以 柯 西 
为 首 , 对 微 积分 的 理论 进行 了 认真 研究 ,建立 了 极限 理论 ,后 来 又 经 过 德国 数学 家 维尔 斯 
特 拉 斯 进一步 严格 化 ,使 极限 理论 成 为 微 积 分 的 坚定 基础 , 才 使 微 积分 进一步 发 展 起 来 。 

微 积分 的 历史 ,17 世纪 是 始 创 ,18 世纪 是 充实 和 发 扬 ,19 世纪 则 是 回顾 、 推 广 和 改 
革 , 并 以 办 新 的 姿态 进入 20 世纪 。 


综合 实 训 2 
1. 选择 题 。 
(1) 如 果 函 数 f(z) 在 点 z 可 导 ., 则 f(z)=( js 
A Bm fd B li We) 
”0 h St 2h 
PN LE Je A 2 D. fim + fe—A 
> we h pe h 


(2) 设 y= VI 一 ZZ 十 Vi 一 a?, 那 么 y=(  )。 


1 1 一 小 一 各 
ey 及 十 
Bl Sl 1—w Ts 
C a 0 
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(3) 设 y==f( 一 zx), 则 yy ==( Ws 
A. f(x) B 一 六) 和 = BD FC 
(4) 设 函 数 y= 二 f(z) 在 点 zo 可 导 , 且 (zo) 之 0, 则 曲线 y==f(z) 在 点 (zo ,f(zo)) 处 
的 切线 的 倾斜 角 是 ( 。”)。 


六 B. 90° C. 锐角 D. 钝 角 
(5) 函数 f(x) 在 点 xo 连续 是 函数 在 该 点 可 导 的 ( We 
A. 充分 但 不 必要 条 件 B. 必要 但 不 充分 条 件 
C. 充分 必要 条 件 D. 既 不 充分 也 不 必要 条 件 
(6) 两 条 曲线 y 一 士 和 y 一 az* 十 6 在 点 2, 去) 处 相 切 , 则 常数 4a 和 为 ( 。 )。 
和 | 
C. a= 吉 二 D a 一 一 调 必 一 证 
(7) 设 f(z) 可 微 , 则 dCex )==( Ne 
A. f (xz)dzx Be 不 
C，F(z)erc dz D. f(z)d(e'™) 
(8) 若 > 一 ex ,其 中 f(z) 二 阶 可 导 , 则 y==( )。 
A, ef® B. ee f(x) 
C, HLF Cz)+ fz) D: TEAL 
2. 填空 题 。 
(1) 已 知 函数 f(x) 二 sin 工 , 则 7 仁 )- 。 
XX Tn 
(2) 若 曲线 y==ax? 在 点 x 二 1 处 的 切线 与 直线 y 一 2z 十 1 垂直 , 则 "一 
(3) 设 质点 沿 直线 做 非 匀速 运动 ,其 运动 方程 为 :一刀 十 2t, 当 时 间 :一 1 时 的 速度 为 
,加 速度 为 
(4) 设 f(z)=zx(z 一 D(z 一 2)(z 一 3)(z 一 4), 则 (0)= E 
(5) 已 知 函数 > 一 ze 一 , 则 一 
(6) 设 函 数 y= Foo ,而 wx 又 是 z 的 函数 4 二 pg(z), 则 dy 一 
3. 求 下 列 函数 的 导数 。 
a (2) y 一 (2 十 3z2) VTS 
Vz 


(3) y 一 4 cos4(a 为 常数 ) 


Xxcosa—sina 


(4) 一 二 cofz+m Sin 工 (5) y 一 2*(Zzsin z 十 cosZ) 


(6) y=In[tan( 竺 + 至 ]] 
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4. 求 下 列 函 数 的 二 阶 导 数 。 


(1) y=1n(1+z’) (2) y 王 In(Cz 十 V1 二 z2) 

(3) y 一 (1 十 z2 )arctan x (4) y=1ln[L f(x)] 

5. 在 抛物 线 4y 二 zx? 一 + 十 1 上 , 哪 一 点 的 切线 与 y 一 zx 平行 ? 哪 一 点 的 切线 是 水 
平 的 ? 


6. 正方 体 的 棱 长 为 10m, 如 果枝 长 增加 0. 1m, 试 求 体积 改变 量 的 近似 值 。 


第 3 章 


导数 的 应 用 


微分 学 的 基本 概念 产生 于 相关 的 物理 问题 及 几何 问题 ,同时 它们 在 工程 技术 、 经 济 管 
理 \ 生 活 等 各 个 领域 有 着 广泛 的 应 用 。 本 章 将 在 第 2 章 导 数 概念 的 基础 上 进一步 研究 函 
数 及 函数 曲线 的 某 些 重要 特性 。 


知识 模块 3.1 洛 必 达 法 则 


学 习 任 务 

知识 目标 】 

掌握 洛 必 达 法 则 。 

【能 力 目标 

能 运用 洛 必 达 法 则 求 不 定式 和 可 化 为 不 定式 的 极限 。 
【学 习 重 点 】 

洛 必 达 法 则 。 

【学 习 难 点 】 

洛 必 达 法 则 的 应 用 


如 果 丙 数 久 驴 当 ZTo (或 z+ 习 吕 ) 时 ,其 分 子 、 分 母 都 趋 于 零 或 趋 于 无 穷 大 ,那么 


其 全 可能 让 在 ,也 可 能 不 存在 ,通常 各 这 种 极限 为 未 定式 ,并 分 别 条 认为 或 之 型 。 


这 节 将 介绍 一 种 计算 未 定式 极限 的 有 效 方法 一 洛 必 达 法 则 。 
3.1.1 1 型 未 定式 


洛 必 达 法 则 1 设 f(z),g(x) 在 点 ze 的 左右 近 旁 可 导 , 且 g(x) 隆 0, 又 满足 条 件 : 
CD limf(#) =0, limg(7)—0, 


[2 tm A 


二 存在 (或 为 无 穷 大 ) 。 


则 
Pay fr Cy 


lim i 


mm Bg(T) 一 mg (7) 
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注 : 如 果 把 极限 过 程 换 成 Zi ,TI ,XTX 说 十 00,T 丫 一 0 或 TI 阅 co0, 则 只 需 相 应 改 
动 洛 必 达 法 则 1 的 条 件 ,结论 仍然 成 立 。 


【 例 3-1】 求 lm 


解 : 这 是 卫 型 未 定式 ,由 洛 必 达 法 则 得 


nt a sk’, sk 1 
Bn 1 Be iy 8 3 
二 
【 例 3-2】 求 lim aeeotz 
+~arccot 工 ” 
解 : 这 是 型 未 定式 ,由 洛 必 达 法 则 得 
1 | 二 县 
lim 工 im 后 7 一 lim 工 
rt arccot 工 rt (arccot zx) ro 一 1 
1 十 xz 
如 果 利 用 洛 必 达 法 则 之 后 所 得 到 的 极限 仍 是 型 未 定式 , 且 满足 洛 必 达 法 则 的 条 件 ， 
则 可 继续 使 用 法 则 。 
【 例 3-3】 求 lm 一 ne 
解 : 这 是 一 9 型 未 定式 ， 由 洛 必 达 法 则 得 
lim sinz 让 sin x) ji cosx 
m0 x! 2x0 py 0 
lim 人 一 cos 工 ) lim Sin 工 
re0  《〔(3z2) z=0 67 
= 
6 


3.1.2” 守 型 未 定式 


洛 必 达 法 则 2 设 f(z),g(z) 在 点 ze 的 左右 近 旁 可 导 , 且 g'(z) 了 0, 又 满足 条 件 : 
(1) ltd es 


(2) Jim 《存在 (或 为 无 穷 大 )。 


则 
mz) 


mB 寺 g (zx) 
注 : 如 果 把 极限 过 程 换 成 二 Zi ,XX3 ,TI 十 co,zr 一 一 co 或 工 ~co, 则 只 需 相 应 改 
动 法 则 2 的 条 件 , 结 论 仍 然 成 立 。 
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lInz 


【 例 3-4】 求 lim — (n>0)。 
to 


加 4 
Se 3 E 1 
解 : lim 一 二 一 lim 一 = 二 lim 一 一 一 0 
are 十 oo 无 十 co 于 元 se 
tans 
【 例 3-5】 求 lim 
xtan 3 工 
二 
2 o 
i :3 .008 rei Be 
解 : lim lima——s i 3 i - 
xtan 3T .xz3sec 37 .x3COST .x —6coszsinz 
一 到 到 和 和 


0 

sin 6Zz "|. 6cos 6 

_mSsin 2r .x2cos 2 
和 Ey 


3.1.3 其 他 类 型 的 未 定式 
未 定式 还 有 另外 五 种 形式 : 0，co .ce 一 co、 、\0" .co?"。 它 们 都 可 以 通过 适当 变形 ， 


转化 为 5 或 三 型 ,然后 用 洛 必 达 法 则 求解 。 
【 例 3-6】 求 limz 。cot 2x。 


解 : 这 是 0， -= 型 未 定式 ,将 其 变形 为 型 ,然后 使 用 洛 必 达 法 则 。 


EF 1 1 
ln cob te tan 2 工 i 2sec:2> 2 


ca 人 
解 : 这 是 == 一 =- 型 ,将 其 变形 为 上 型 ,然后 使 用 洛 必 达 法 则 。 


mm 全 e = 1) tim Se ln i : 
因为 f(z) 中 = 二 ee 中 m7D ,所 以 1”、0?、co? 型 缘 可 化 为 0 co 型 。 
【 例 3-8】 求 imz 主 。 
解 : 这 是 1” 型 未 定式 


limz 主 lime 莹 em — ems —e! 
在 使 用 洛 必 达 法 则 时 ,应 注意 如 下 几 点 。 


01) 由 于 洛 必 达 法 则 只 适用 于 -型 或 王 型 未 定式 ,所 以 每 次 在 使 用 治 必 达 法 则 之 前 ， 
必须 先 检验 极限 是 否 属于 -0 型 或 三 型 未 定式 ,如 果 不 是 这 两 种 未 定式 就 不 能 直接 使 用 该 


法 则 。 
(2) 如 果 有 可 约 因子 ,或 有 非 零 极限 的 乘积 因子 , 则 可 先 约 去 或 提出 ,然后 再 利用 洛 


必 达 法 则 ,以 简化 演算 步骤 。 
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(3) 当 lim 人 (加 不 存在 时 (不 包括 lim LD- 一 ,并 不 能 断定 im 帮 2) 不 存在 ,此 
时 应 使 用 其 他 方法 求 极限 。 
1 


Xin = 2zsin A 一 
例如 ，lim 一 一 = lim 三 , 因为 lim cos 二 不 存在 ， 所 以 ， 
z0 Sinz 0 5 远 


| 用 和 
2zsin 一 一 cos 一 元 2 一 


lm 一 一 也 不 存在 ， :因此 lim 一 sn 二 不 能 用 洛 必 这 法 则 求 出 。 正确 的 解法 是 : 


-We | 
xzsin 一 


过 。 导 | 。 这 站 S| 
lim 一 一 lim 一 一 一 zsin lim 一 limzsin—=1X0=0 
TO SIn 并 -0 SIn X 0 SINX 了 0 TX 


(4) 洛 必 达 法 则 针对 -型 或 三 型 未 定式 也 不 是 万 能 的 ,例如 ， 


27 
之 十 1 四 2 二 1 Ey 
lim = lim = lim 
x+eo 这 co 1 rt /zi 41 
/4 
= lim 有 = lim YT 
zetoo 2 oo T 
2 Vz 二 1 
即使 用 两 次 洛 必 达 法 则 后 


,又 回 到 了 原 式 。 因 此 , 洛 必 达 法 则 并 不 能 简化 计算 这 个 函数 极 
限 的 过 程 。 实 际 上 


-2 
Wie 2 El in /i 
x+co 二 oo 


因此 ,对 于 满足 洛 必 达 法 则 条 件 的 某 些 极限 来 说 ,不 能 一 味 地 使 用 该 


法 则 ,而 忽略 了 
其 他 更 好 的 方法 。 


应 用 模块 3.1 


应 用 【巨石 陨落 了 质量 为 m 的 巨石 从 静止 开始 下 落 , 考 虑 空气 阻力 ,t 秒 后 它 的 速度 
的 数学 模型 为 : 


v= 


ED 


= (1—e*) 


其 中 ,g 为 重力 加 速度 ;c 为 正常 数 。 问 该 巨石 下 落 的 速度 将 会 怎样 ? 
解 : 巨石 的 质量 可 视 为 m 习 >, 则 由 洛 必 达 法 则 


-1 
一 书生 至 
limv = lim Z28 lim(1—e*) & lim 2 Bcr lime = gt 
mo0 me C mo cm™e _1 C me 
m? 


即 空 气 阻 力 对 巨石 不 起 作用 ,该 巨石 下 落 速 度 为 自由 落体 的 下 落 速度 。 


ol 
特 
闫 


实践 模块 3.1 
A 组 (基础 训练 ) 
用 洛 必 达 法 则 求 下 列 极 限 。 
cy fi (2) lim® —e— 
zz—l z=0 Sinz 
四 四 2 Wt 
(3) limS 2 — Se ta li 一 上 
rea TX—a z=0COST—1 
B 组 (能 力 提高 训练 
用 洛 必 达 法 则 求 下 列 极限 。 
i (2) lim® —e “一 2 
TO TX 0 TXT— sinr 
交 区 
(3) lim 三 ba i 
ee ot lnz 
(5) lim Intan7x (6) lim ln(lnz) 
ot lntan3 工 st 
(7) lim(secz 一 tanz) (8) lim z2zlnz 
和 0 
(9) lim ze (10) lim (lnz)+ 
0 


知识 模块 3. 2 ”函数 的 单调 性 与 曲线 的 凹凸 性 


学 习 任务 
【知识 目标 】 
(1) 理解 函数 单调 性 的 概念 及 媚 西 性 和 拐点 的 概念 。 
(2) 掌握 用 导数 判断 函数 单调 性 的 方法 。 
(3) 掌握 利用 导数 判断 函数 图 形 的 凹凸 性 和 扬 点 的 方法 。 
【能 力 目标 】 
(1) 能 运用 导数 判断 函数 的 单调 性 。 
(2) 能 利用 导数 判断 函数 图 形 的 凹凸 性 和 拐点 。 
【学 习 重 点 】 
能 运用 导数 判断 函数 的 单调 性 及 函数 图 形 的 凹凸 性 和 扬 点 。 
【学 习 难 点 】 
函数 图 形 的 描绘 。 
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3.2.1 函数 的 单调 性 


函数 的 单调 性 是 函数 的 一 个 重要 特性 ,如 图 3-1 所 示 , 由 函数 图 形 可 以 看 出 ,如 果 函 
数 f(z) 在 某 区 间 上 单调 增加 , 则 它 的 图 形 是 随 xz 增 大 而 上 升 的 曲线 ,此 时 ,曲线 上 任 一 点 
处 的 切线 与 x 轴 正 向 夹 角 为 锐角 , 即 f(z) 富 0; 同 理 ,如 果 函 数 f(z) 在 某 区 间 上 单调 减 
少 , 则 曲线 上 任 一 点 处 的 切线 与 x 轴 正 向 夹 角 为 钝 角 , 即 f(x) 二 0, 如 图 3-2 所 示 。 


/>0 /0 
图 3-1 图 3-2 


因此 ,依据 导数 的 符号 ,可 以 判定 函数 f(z) 在 某 一 区 间 的 单调 性 。 

定理 3-1 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ,在 区 间 (a,5) 内 可 导 , 则 

(1) 如 果 在 (a,65) 内 恒 有 了 (zx) 记 0, 则 f(z) 在 [a,5] 上 单调 增加 。 

(2) 如 果 在 (a,5) 内 恒 有 了 (x) 二 0, 则 f(x) 在 [a,5] 上 单调 减少 。 

注 : 

(1) 定理 3-1 适用 于 其 他 各 种 区 间 。 

(2) 车 六 (z) 在 某 区 间 内 的 有 限 个 点 处 为 零 ,其余 各 点 处 均 为 正 (或 负 ) 时 , 则 函数 在 
该 区 间 上 仍旧 是 单调 增加 (或 减少 ) 的 。 

【 例 3-9】 判定 函数 > 一 sin zz 在 [一 过, 屯 ] 的 单调 性 。 

解 : 因为 ysinz 在 [一 要, 吕 ] 上 连续 ,上 且 在 ( 一 号, 要 内 一 cos x 之 0, 所 以 函数 
3 一 sinz 在 [一 过, 于] 上 单调 增加 。 

【 例 3-10〗 判定 函数 f(x) 二 zx 的 单调 性 。 

解 : 函数 的 定义 域 为 (一 co, 十 co), 了 (x) 二 37x? 宇 0, 且 只 有 (0)==0。 

因此 ,函数 f(x)==x? 在 (一 co ,十 cc) 上 单调 增加 。 

【 例 3-11】 讨论 函数 y= 二 z+ 的 单调 性 。 

解 : 函数 的 定义 域 为 (一 co ,十 cc) 。 

| 

当 zx 关 0 时 ,y 本 3 3 二。 

当 z=0 时 ,函数 的 导数 不 存在 ,其 余 各 点 处 恒 有 y 盖 0, 从 而 函数 在 (一 co ,十 cc=) 内 
是 单调 增加 的 。 

因此 ,确定 函数 y 二 f(z) 单 调 性 的 一 般 步骤 如 下 。 

(1) 求 出 函数 的 定义 域 。 


等 应 用 数学 


囊 


(2) 求 导数 f(z) , 找 出 使 (zx)=0 的 点 及 了 (x) 不 存在 的 点 。 
(3) 用 这 些 点 将 函数 的 定义 域 分 成 若干 个 部 分 区 间 。 
(4) 判定 (zx) 在 每 个 区 间 上 的 符号 ,从 而 确定 函数 在 这 些 区 间 上 的 单调 性 。 
【 例 3-12】 求 函数 f(x) 二 2x? 一 6x? 一 18zx 一 7 的 单调 区 间 。 
解 : 函数 f(z) 的 定义 域 为 (一 ,十 吕 )。 
f(x) = 6z —12r—18=6(x—2r—3)= 6(r+1)(r—3) 
令 了 (zxz)=0, 得 z= 一 1,zxs=3。 
用 这 两 个 点 将 f(x) 的 定义 域 分 成 三 部 分 区 间 , 列 表 讨 论 , 见 表 3-1。 
表 3-1 f(x)=2x’ 一 6x* 一 18x 一 7 的 单调 区 间 


工 (一 co ,一 1) = 济 二 昌 (3, 十 co) 
f(z) 十 0 一 0 十 
flz) a 六 部 


由 表 3-1 知 ,函数 在 (一 co, 一 1) 及 (3, 十 cc=) 区 间 内 单调 增加 ,在 (一 1, 十 3) 区 间 内 单 
调 减少 。 


3.2.2 曲线 的 凹凸 性 和 抛 点 


1. 曲线 的 止 凸 定义 和 判定 法 

定义 3-1 在 某 区 间 内 ,如 果 曲 线 弧 位 于 其 上 任 一 点 处 的 切线 的 上 方 , 则 称 曲线 在 该 
区 间 内 是 止 的 ;如 果 曲 线 弧 位 于 其 上 任 一 点 处 的 切线 。 ， 
的 下 方 , 则 称 曲 线 在 该 区 间 内 是 凸 的 ,如 图 3-3 所 示 。 

在 凹 弧 段 曲线 上 ,切线 的 斜率 从 左 至 右 在 增 大 ， 
即 函 数 的 导数 单调 增加 ,因而 天 (z) 二 0; 同 样 , 在 凸 弧 
段 曲 线 上 ,切线 的 斜率 从 左 至 右 减 少 , 即 函数 的 导数 
单调 减少 ,因而 f”(z) 二 0。 于 是 ,有 如 下 定理 : 

定理 3-2 设 函 数 y= 二 f(z) 在 区 间 (a,5) 内 具有 
二 阶 导 数 。 

(1) 当 zE (a,b) 时 , 恒 有 "(zxz) 记 0, 则 称 曲线 在 
(a.5) 内 是 目的 。 

(2) 当 zE (a;b) 时 , 恒 有 (x) 二 0, 则 称 曲 线 在 (a,6) 内 是 凸 的 。 

【 例 3-13】 判断 曲线 y= 二 x 十 5z? 的 凹凸 性 。 

解 : y = 二 4z 十 10z,yY= 二 12zx? 十 10; 在 (一 ,十 吕 ) 恒 有 之 0, 故 曲线 y=x' 十 5x? 在 
(一 ce, 十 ce) 为止 的 。 


【 例 3-14】 判定 曲线 * 一 二 的 四 凸 性 。 


1 2 
解 : = 
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当 zE (一 co 10) 时, 兴 一 筷 一 0, 故 昌 线 在 (一 co 0) 为 凸 的 。 


当 zE (0, 十 ca) 时 ,一 上 >0, 故 明 线 在 (0,cc) 为 四 的 。 

2. 曲线 的 拐点 及 求法 

定义 3-2 ”连续 曲线 凹 与 凸 的 分 界 点 称 为 曲线 的 拐点 , 求 拐点 的 方法 为 : 

(1) 求 出 函数 y= 了 f(x) 的 定义 域 。 

(2) 求 了 7(z), 令 f(z) 二 0, 求 出 使 (zx)=0 的 点 及 f”(z) 不 存在 的 点 。 

(3) 用 上 面 这 些 点 将 定义 域 分 为 若干 个 部 分 区 间 。 

(4) 判定 f(x) 在 每 个 区 间 上 的 符号 ,从 而 确定 曲线 的 四 凸 性 ,凹凸 的 分 界 点 为 


【 例 3-15】 求 曲线 y=x! 一 2z 十 1 的 上 四 凸 区 间 及 拐点 。 
解 : (1) 函数 的 定义 域 为 (一 co ,十 cc) 。 

(2) 光一 4z3 一 6z2 ,光一 1222 一 127 一 12z(z 一 1) 

令 y=0, 得 zi=0,xs=1。 

(3) 列表 讨论 (U 表 示 思 的 , 门 表示 凸 的 ), 见 表 3-2。 


表 3-2 例 3-15 列表 


x (一 co,0) 0 (0,1) (1, 十 co) 

y 中 0 0 中 
拐点 拐点 

了 由 (0,1) n (1,0) U 


由 上 可 知 ,( 一 ceo,0) U(1, 十 ce) 为 止 区 间 ,(0,1) 为 凸 区 间 ; 点 (0.1) 及 (1,0) 为 曲线 的 


应 用 模块 3.2 


应 用 【工作 效率 ] 对 某 企 业 员 工 的 工作 效率 研究 表明 ,一 个 班次 (8 小 时 ) 的 中 等 水 


平 员工 早上 8:00 开始 工作 ,t 小 时 后 生产 的 效率 为 


Q(t) =—B 二 92 二 12t 


试 讨论 该 班次 何 时 工作 效率 是 提高 的 、 何 时 工作 效率 又 是 下 降 的 。 


解 : 工作 效率 由 函数 Q(D) 一 一 刀 十 9 如 十 121 决定 ,其 提高 与 下 降 即 为 函数 的 单调 增 


加 与 单调 减少 ,本 问题 的 讨论 范围 是 L0.8]。 


由 Q' (= 一 32 十 18t 十 12 3(#? 一 6t 一 4) 二 0, 得 t= 二 3 十 V13 ( 负 值 舍 去 )。 
当 0<t<3 十 V13 时 ,Q (7) 之 0, 即 工作 效率 是 提高 的 。 
当 3 十 V13 过 1 过 8 时 ,Q (7) 二 0, 即 工作 效率 是 下 降 的 。 


实践 模块 3.2 


A 组 (基础 训练 ) 
1. 填空 题 。 
(01) 丽 数 f(x) 一 zx 十 二 在 区 间 是 单调 减少 的 。 


(2) 函数 yx 十 12z 十 1 在 定义 域内 单调 
2. 求 下 列 函 数 的 单调 区 间 。 
(1) f(z)=7’++2z (2) f(z)=22 + = 


(3) f(x)=arctanzr—zx (4) f(z)=2z+3 


B 组 (能 力 提 高 训练 ) 
1. 求 下 列 函 数 的 单调 区 间 。 


(1) f(2) = (2) f(x)=In(x+t VITz’) 
2. 求 下 列 函 数 的 止 凸 区 间 及 拐点 。 

(1) y 一 六 一 6z3 十 12z2 一 10 (2) y 一 zlnz 

(3) ?一 Zer (4) y 一 In(1 十 z2) 


3. 已 知 曲线 y 一 az 十 bz 十 xz 十 2 有 一 个 拐点 (一 1,3), 求 ac 和 2 的 值 。 


知识 模块 3.3 函数 的 极 值 与 最 值 


学 习 任 务 
【知识 目标 】 
(1) 理解 函数 极 值 的 概念 。 
(2) 掌握 用 导数 判断 函数 极 值 的 方法 。 
【能 力 目 标 】 
(1) 能 够 运用 导数 求 函数 的 极 值 。 
(2) 能 够 求解 最 大 值 和 最 小 值 的 应 用 问题 。 
【学 习 重 点 】 
利用 导数 求 函 数 的 极 值 。 
【学 习 难点 】 
最 大 值 和 最 小 值 的 应 用 问题 。 
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3.3.1 因数 的 极 值 


定义 3-3 设 函 数 f(z) 在 点 z 及 其 近 旁 有 定义 ,车 对 于 点 z 近 旁 的 任意 点 zz 和 
xz ), 均 有 FCz)<F(zo)( 或 F(z) 二 FFCzo))， 则 称 f(zo) 是 f(z) 的 一 个 极 大 值 (或 极 小 
值 ) , 称 点 ze 为 FCz) 的 一 个 极 大 值 点 (或 极 小 值 点 ) 。 函 数 的 极 大 值 与 极 小 值 统 称 为 极 
值 , 极 大 值 点 和 极 小 值 点 统称 为 极 值 点 。 

如 图 3-4 所 示 , cl ) 和 f(cs) 为 函数 y= 二 f(x) 的 极 大 
值 ,点 ci 和 c 为 极 大 值 点 ;fCcs) 和 fcs) 为 极 小 值 ,点 cx 和 
cs 为 极 小 值 点 。 

从 图 3-4 中 可 以 看 出 。 

(1) 极 值 是 局 部 概念 。 

(2) 可 导 函 数 在 取得 极 值 处 有 水 平 切线 。 
于 是 有 下 面 定理 。 

定理 3-3 ( 极 值 的 必要 条 件 ) 若 函数 f(x) 在 点 ze 处 可 导 且 取得 极 值 , 则 必 有 
f (zo)=0。 

定义 3-4 使 f(zo)=0 的 点 称 为 函数 f(z) 的 驻 点 。 

注 : 

(1) 驻 点 不 一 定 是 极 值 点 ,例如 工 二 0 是 y 二 x? 的 驻 点 ,但 不 是 极 值 点 。 

(2) 极 值 点 也 不 一 定 是 驻 点 ,例如 xz 一 0 是 y= 二 |x| 的 极 值 点 ,但 不 是 驻 点 。 

定理 3-4 〈( 极 值 的 第 一 充分 条 件 ) 设 f(x) 在 点 xo 及 其 左右 近 旁 连续 、 可 导 (z 可 以 
除外 ) ,如 果 

(1) 当 z<zo 时 , 广 (z)>0, 当 z>zo 时 , 广 (z)<0, 则 ze 是 极 大 值 点 。 

(2) 当 z<ze 时 ,了 (xX) 二 0, 当 Zz>zo 时 , 广 (z) 二 0, 则 zxo 是 极 小 值 点 。 

(3) 在 zo 的 两 侧 f(x) 不 变 号 , 则 zo 不 是 极 值 点 。 

求 函 数 y 二 f(z) 的 极 值 和 极 值 点 的 步 又 如 下 。 

(1) 求 出 函数 的 定义 域 。 

(2) 求 出 了 (xz), 令 了 (zx)=0 求 出 所 有 的 驻 点 及 了 (x) 不 存在 的 点 。 

(3) 以 驻 点 和 不 可 导 点 为 分 界 点 ,将 定义 域 划分 为 若干 区 间 ,列表 讨论 f(z) 的 符号 ， 
根据 定理 3-3 判定 极 值 点 ,并 求 出 极 值 。 

【 例 3-16】 求 函数 y 二 2z 一 3zx? 的 极 值 。 

解 : (1) 琐 数 的 定义 域 为 (一 co ,十 co)。 

(2) y = 二 6zx? 一 6zx 二 6z(x 一 1), 令 y=0, 得 zi 二 0,zxs 二 1, 无 不 可 导 点 。 

(3) 列表 讨论 , 详 见 表 3-3。 

表 3-3 y=2* 一 3x 的 极 值 


E34 (一 co,0) 0 (0,1) 1 (1, 十 ce) 
y 厘 0 3 0 市 
y 极 大 值 0 | 极 小 值 一 1 六 


由 表 3-3 可 知 ,函数 在 x 二 0 点 取得 极 大 值 为 0, 在 x=1 点 取得 极 小 值 为 一 1。 


高 等 应 用 数学 


【 例 3-17】 求 y 一 xz 一 写 Cz 一 2 的 单调 区 间 和 极 值 。 

解 : (1) 函数 的 定义 域 为 (一 co ,十 co) 。 

(2) y 一 1 一 (z 一 2) 六, 令 交 一 0 得 驻 点 z 一 3,z 一 2 为 y 不 存在 的 点 。 
(3) 列表 讨论 , 详 见 表 3-4。 


表 3-4 y=x 一 子 (x 一 2)3 的 单调 区 间 和 极 什 


I (—0%0,2) 2 (2,3) 3 (3, 十 co) 
也 让 不 存在 = 0 击 
> 如 极 大 值 2 极 小 值 了 次 


由 表 3-4 可 知 , 函 数 在 z 一 2 点 取得 极 大 值 为 2, 在 z=3 点 取得 极 小 值 为 也 。 


定理 3-5 ( 极 值 的 第 二 充分 条 件 ) 设 函数 f(x) 在 点 xo 处 具有 二 阶 导 数 , 且 f (xo) 二 
0,f"”(zo) 关 0; 则 

(1) 当 了 (zo) 过 0 时 ,zo 为 f(z) 的 极 大 值 点 。 

(2) 当 (xzo) 二 0 时 ,xzo 为 f(z) 的 极 小 值 点 。 

【 例 3-18〗 求 函数 f(x) 二 zx 一 3z 的 极 值 。 

解 : (x) 二 3x? 一 3 二 3(x! 一 1), 令 (x)==0 得 驻 点 z= 二 一 1 ,x 二 1。 

f(z)=67。 

了 (一 = 一 6<0, 此 时 函数 有 极 大 值 F( 一 1) 一 2。 

(1) 一 6 二 0, 此 时 函数 有 极 小 值 FC1) 一 一 2。 


3.3.2 闭 区 间 [a,b ] 上 连续 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 


由 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 可 知 ,车 f(x) 在 [a.b] 上 连续 , 则 其 一 定 存在 最 大 值 和 最 
小 值 ,而 这 些 点 只 能 在 区 间 (a,5) 内 部 或 区 间 端 点 处 取得 。 因 此 : 

(1) 先 求 出 f(z) 在 区 间 (a,5) 内 的 所 有 驻 点 和 不 可 导 点 zi ,zs ，*… ,Zz 。 

(2) 比较 函数 值 f(a) ,f(zi),…,f(z,),f(5) 的 大 小 ,其 中 最 大 的 就 是 f(x) 在 [a,5] 
上 的 最 大 值 ,最 小 的 就 是 f(x) 在 [a,5] 上 的 最 小 值 。 

【 例 3-19】〗 求 函数 f(z) 二 2z? 十 3z? 一 12x 一 14 在 区 间 [ 一 3,3] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 。 

解 : PCz) 一 6z? 十 6z 一 12 一 6(z 十 2)(Cz 一 1) 

令 了 (zx) 二 0, 得 驻 点 二 一 2,zx2 一 1 

比较 大 一 37 5,f(—2)=6,f(1) 21,f(3)=31 
所 以 ,函数 f(z) 的 最 大 值 为 F(3) 王 31. 最 小 值 为 F(1) 一 一 21。 

注 : 当 连 续 函 数 在 某 个 开 区 间 ( 或 无 穷 区 间 ) 上 只 有 一 个 极 值 点 时 ,那么 这 个 极 值 点 
就 是 函数 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) 点 。 


应 用 模块 3.3 


应 用 1 【最 大 容积 用 一 边 长 为 a 的 正方 形 铁皮 ,在 四 角 上 各 剪 去 一 块 面积 相等 的 
小 正方 形 , 做 成 无 盖 方 盒 , 问 剪 去 的 小 正方 形 边 长 为 多 少时 ,做 出 的 无 盖 方 盒 容积 最 大 ? 
解 : 设 剪 去 的 小 正方 形 的 边 长 为 zx( 即 铁 盒 的 高 ), 则 铁 盒 底 边 长 为 < 一 2r, 它 的 容积 
为 V, 则 
V=V(x)= zx(a—2x)’:, x € (0 等) 
所 以 
V(x) = a — 8ax+t 12x’ 


令 V'(z)==0, 得 驻 点 i 


由 于 在 (0, 各 内 只 有 一 个 斑点 ,因此 , 当 一 备 , 即 前 去 的 小 正方 形 边 长 为 亿 时 ,做 出 
的 无 盖 方 盒 容积 最 大 为 六 a 。 


应 用 2 【输出 功率 ] 图 3-5 所 示 为 稳 压 电源 回路 ,电动 势 为 se, 内 
阻 为 ,负载 电阻 为 RR, 问 R 取 多 大 时 ,输出 功率 最 大 ? 站 
解 : 由 电学 知识 可 知 , 消 耗 在 负载 电阻 R 上 的 功率 为 | 

P=rR 1 
其 中 工 为 回路 中 的 电流 ,又 由 欧姆 定律 可 知 


代入 上 式 得 


入。 证 [9 S 
P= P(R) (ER Ry RE (0 二 co) 


/ 二: 
和 
令 P'(R) 二 0, 在 (0, 十 吕 ) 得 唯一 驻 点 R=r。 
由 于 最 大 输出 功率 一 定 存在 , 且 驻 点 唯一 ,因此 当 尺 =-~ 时 ,输出 功率 最 大 ,最 大 输出 功率 


7 
为 I 是 * 


从 以 上 可 以 看 出 ,解决 最 大 值 、 最 小 值 应 用 问题 的 关键 是 由 已 知 条 件 建立 函数 关系 
式 ,如何 建立 函数 关系 式 要 根据 实际 问题 具体 分 析 来 决定 。 
应 用 3 【货场 设置 了 设 铁 路 边 上 离 工厂 C 最 近 的 点 


站 一 一 -8 A 距 工厂 20km, 铁 路 边 上 B 城 距 A 点 200km, 现 要 在 铁 
名 路 线 AB 上 选 一 点 DD 修筑 一 条 公路 ,已 知 铁路 与 公路 每 

吨 。 千 米 的 货运 费 之 比 为 3 : 5, 问 D 选 在 何 处 时 ,才能 

C 使 产品 从 工厂 C 运 到 B 城 的 每 吨 货物 的 总 运费 最 省 ? 


图 3-6 ( 见 图 3-6) 


5 高 等 应 用 数学 


解 : 设 DD 点 选 在 距离 A 处 zkm, 又 设 铁路 与 公路 的 每 吨 * 千 米 货运 费 分 别 为 3k、5k 
(为 常数 ), 则 产品 从 C 处 运 到 B 城 的 每 吨 总 运费 
y=5k. CD+3k. BD= 5k VA00+z +3k(200—zx), 0<z<200 


因为 
演 兰 纹 Wl 3k k(5z—3 V400+ xz’) 
V400 二 xz? V400 二 zz? 


令 y=0, 即 5z=3 V400 十 zx? ,得 xzx=15。 
将 y|s=1s 二 680k 与 闭 区 间 [0,200] 端 点 的 函数 值 比 较 ,由 于 y| =。 二 700k,y|s-zo 
5 V40 400k 记 1000k, 因 此 , 当 DD 点 选 在 距离 A 点 15km 处 ,这 时 每 吨 货物 的 总 运费 最 省 。 


实践 模块 3.3 


A 组 (基础 训练 


1. 求 下 列 函 数 的 极 值 和 极 值 点 。 
(1) y 一 3z4 一 4z3 

(2) y 一 3z 一 8z3 一 6z2 十 24 
(3) y 一 3z4 一 8z3 十 6z2 


(4) yt 一 二 地 


2. 求 fz) 一 二 一 x 十 4 在 [一 1,2] 区 间 上 的 最 大 值 和 最 小 值 。 


B 组 (能 力 提高 训练 


1. 设 函 数 f(z) 二 alnz 十 bx? 十 xX 在 zx==1,zx 二 2 时 都 取得 极 值 , 试 求 a 与 6 的 值 。 

2. 要 造 一 个 长 方 体 无 盖 著 水 池 ,其 容积 为 500ms ,底面 为 正方 形 。 设 底面 与 四 壁 的 
单位 造价 相同 , 问 底 边 和 高 各 为 多 少时 才能 使 所 使 用 材料 最 省 ? 

3. 某 机 床 厂 每 批 生产 机 床 z 台 的 费用 为 CCz) 王 12z 十 70( 万 元 ) ,得 到 的 收入 为 
RCz) 一 407z 一 222( 万 元 ) 。 问 每 批 应 该 生产 多 少 台 机 床 ,才能 使 机 床 厂 的 利润 最 大 ? 

4. 要 铺设 一 石油 管道 ,将 石油 从 炼油 厂 输送 到 石油 
包装 点 ,如 图 3-7 所 示 。 炼 油 厂 附 近 有 条 宽 2. 5km 的 炼油 广 
河 , 钠 装点 在 炼油 厂 的 对 岸 沿 河 下 游 10km 处 。 如 果 在 水 
中 铺设 管道 的 费用 为 6 万 元 /km 在 河 边 铺设 管道 的 费用 
为 4 万 元 /km。 试 在 河 边 找 一 点 P, 使 管道 铺设 费用 
最 低 。 
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本 章 小 结 


1. 主要 内 容 

洛 必 达 法 则 ;用 导数 研究 函数 的 单调 性 、 极 值 , 止 凸 性 拐点 及 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 
问题 。 

2. 方法 要 点 

(1) 利用 洛 必 达 法 则 求 未 定式 极限 。 

(2) 利用 导数 求 单调 区 间 。 

(3) 利用 导数 求 极 值 和 最 值 。 

(4) 函数 的 最 值 及 在 实际 问题 中 的 应 用 。 


阅读 材料 3 ”数学 的 应 用 


数学 起 源 于 计数 ,丈量 土地 等 实际 的 生产 活动 ,因此 一 开始 就 是 应 用 的 。 在 17 世纪 
由 牛顿 根据 力学 上 的 需要 发 明 微 积分 之 后 ,很 长 的 时 间 里 很 多 数学 家 同时 也 是 力学 家 、 物 
理学 家 。 对 他 们 来 说 ,理论 和 应 用 是 密 不 可 分 的 。 从 那 时 到 20 世纪 初 ,当时 数学 应 用 的 
领域 主要 是 力学 物理 .天文 以 及 传统 工业 。 恩 格 斯 在 (自然 辩证 法 ) 中 说 过 :“ 数 学 的 应 
用 : 在 刚体 力学 中 是 绝对 的 ,在 气体 力学 中 是 近似 的 ,在 液体 力学 中 就 已 经 比较 困难 了 ; 
在 物理 学 中 是 实验 性 的 和 相对 的 ;在 化 学 中 是 最 简单 的 一 次 方程 式 ;在 生物 学 中 等 于 零 。” 

“二 战 ” 期 间 , 数 学 在 高 速 飞行 ,核弹 设计 、 火 炮 控 制 、 物 资 调运 、 密 码 破 译 及 军事 运筹 
等 方面 发 挥 了 重大 作用 ,涌现 了 一 批 新 的 应 用 数学 学 科 ,使 应 用 数学 包括 了 很 多 学 科 及 门 
类 ,形成 了 强大 的 阵容 ,开始 树 起 了 自己 的 旗帜 。 数 学 的 应 用 已 经 拓展 到 几乎 每 个 科学 领 
域 和 应 用 部 门 ,而 且 在 其 中 起 着 关键 的 不 可 替代 的 重要 作用 。 

近 几 十 年 来 , 随 着 科学 技术 数学 本 身 的 飞速 发 展 以 及 计算 机 与 计算 技术 的 兴起 和 发 
展 , 数 学 (包括 其 中 最 抽象 的 分 支 ) 在 其 他 领域 中 空前 广泛 的 渗透 和 应 用 已 是 有 目 共 暑 ,可 
以 说 是 数学 的 作用 无 所 不 在 , 且 越 来 越 重 要 。 一 门 科学 只 有 当 它 充分 利用 了 数学 之 后 , 才 
能 成 为 一 门 精确 的 科学 ,马克思 当 年 的 这 一 预言 正在 不 断 地 得 到 证 实 。 

数学 应 用 的 领域 虽 无 边际 ,但 大 致 也 可 分 为 三 方面 : 经 济 建设 ( 工 \ 农 、 商 等 ) ,科学 与 
技术 (特别 是 高 科技 ) ,军事 与 国防 。 

经 济 建设 方面 : 通过 对 数据 的 处 理 , 人 们 可 以 探 明 地 下 几 百 公里 处 的 油气 储量 ;在 制 
造 业 中 ,涡轮 机 、 压 缩 机 、 内 燃 机 ,发 电机 .数据 存储 磁盘 、 大 规模 集成 电路 、 汽 车 车 身 、 船 体 
等 的 设计 中 ,也 都 用 到 了 先进 数学 设计 方法 ;用 数学 ,企业 家 可 以 探求 产品 结构 .提高 产品 
质量 ,经 济 学 可 以 预测 价格 变动 趋势 .指明 未 来 经 济 走向 。 

科学 与 技术 方面 : 数学 作为 科学 的 语言 和 工具 ,在 科学 研究 与 发 明 、 工 程 技术 上 起 着 
关键 性 的 作用 。 除 了 在 传统 的 力学 、 物 理学 、 天 文学 继续 扮演 重要 角色 ,数学 在 生物 学 、 医 
学 及 脑 科 学 等 领域 的 作用 也 取得 了 突破 ,无 论 是 CT 机 的 问世 .DNA 结构 模型 的 描述 ,还 
是 测定 分 子 结构 新 方法 的 产生 等 ,无 不 渗透 着 数学 的 思想 。 同 时 ,数学 在 社会 科学 也 开辟 
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了 领域 ,用 数学 来 进行 作品 鉴 真 和 史学 研究 ,也 产生 了 诸如 数理 语言 学 之 类 的 边缘 学 科 。 
当今 信息 时 代 就 是 数学 时 代 。 

军事 与 国防 方面 : 早 在 古 罗 马 时 代 , 阿 基 米 德 就 在 兵器 制造 中 应 用 了 数学 原理 。 而 
现在 ,数学 与 国防 军事 更 有 密切 的 关系 ,数学 家 的 研究 工作 可 能 与 空气 动力 学 ,流体 动力 
学 、 弹 道学 .雷达 及 声 纳 、 原 子弹 、 密 码 与 情报 、 空 照 地 图 .气象 学 .计算 器 等 有 关 , 并 且 直 接 
或 间接 影响 到 武器 与 战术 。20 世纪 90 年 代 初 的 海湾 战争 从 某 种 角度 上 讲 就 是 数学 战 。 
我 国 成 功 研制 出 原子 弹 、 氢 弹 和 其 他 先进 武器 ,发 射 火箭 与 卫星 ,其 中 也 凝聚 着 数学 家 的 
劳动 和 智慧 。 在 维护 国家 安全 上 ,信息 的 加 密 与 破 密 、 刑 事 案 件 的 侦破 等 也 都 直接 与 数学 
有 关 。 

近 数 十 年 来 ,计算 工具 飞速 进步 ,大 规模 应 用 软件 的 产生 ,使 数学 的 应 用 领域 更 为 宽 
广 。 我 们 可 以 期 待 数学 为 国家 和 人 民 创 造 越 来 越 多 的 财富 。 


综合 实 训 3 


1. 选择 题 。 
(1) 车 zo 为 f(z) 的 极 值 点 , 则 下 列 命题 ( ) 正 确 。 
A. f (zo)=0 B. f (zo)A0 
C. 了 (zo) 二 0 或 (xo) 不 存在 D. 了 (zo) 不 存在 
(2) 设 ze 为 函数 f(x) 的 驻 点 , 则 y= 二 f(z) 在 xo 处 不 一 定 ( Nh 
A. 连续 B. 可 导 C. 有 极 值 D. 有 水 平 切线 


(3) 下 列 结论 正确 的 有 ( js 
A. zo 是 f(z) 的 极 值 点 , 且 广 (zo) 存 在 , 则 必 有 广 (zo) 一 0 
B. zo 是 f(x) 的 极 值 点 , 则 ze 必 是 f(x) 的 驻 点 
C. 车 (zo) 二 0, 则 zo 必 是 f(x) 的 极 值 点 
D. 使 f(z) 不 存在 的 点 zo ,一定 是 f(x) 的 极 值 点 
(4) 设 函 数 f(z) 满足 以 下 条 件 : 当 z<zo 时 ,六 (zo) 二 0; 当 zz>xzo 时 ,PCzo) 一 0。 
则 ze 必 是 函数 f(z) 的 ( 和 


A. 驻 点 B. 极 大 值 点 C. 极 小 值 点 D. 不 能 确定 
(5) 函数 y 二 二 的 单调 递增 区 间 为 (。)。 

A. (0,e) B. (1,e) C。(e, 十 co) D. (0 ,十 ce) 
2. 填空 题 。 
(1) 函数 f(x) 二 ln (1 十 x?) 一 z 在 区 间 上 单调 减少 。 
(2) 当 z=1 时 , 若 函 数 y= 二 zx? 一 2px 十 gq 取得 极 值 , 则 p 二 
(3) limsin TE— ,是 型 未 定式 。 

z=0 SiN 9 工 


(4) 函数 f(z) 二 zx*ln zz 在 [1,e] 上 的 最 大 值 是 ,最 小 值 是 5 
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3. 求 极限 。 
i if -二 ta ii 
ea Zn 一 0 stan 5x = w=]1 toe 一 e 


4. 求 y= 二 3x' 一 8zx? 十 6x? 的 单调 区 间 与 极 值 。 


5. 试问 a 为 何 值 时 ,函数 f(x) 二 asin zx 十 3 sin 3z 在 zx 一 于 处 取得 极 值 ? 它 是 极 大 
值 还 是 极 小 值 ? 并 求 此 极 值 。 

6. 欲 肝 一 个 面积 为 150m? 的 矩形 场地 ,所 用 材料 的 造价 其 正面 是 6 元 /m? ,其 余 三 
面 是 3 元 /m? , 问 场地 的 长 、 宽 各 为 多 少时 ,才能 使 所 用 材料 费 
最 少 ? 

7. 如 图 3-8 所 示 , 矿 务 局 拟 自 地 平面 上 一 点 A 掘 一 管道 至 
地 平面 下 一 点 C, 设 AB 长 600m,BC 长 240m, 地 平面 AB 是 茜 
土 ,掘进 费 为 5 元 /m:; 地 平面 以 下 是 岩石 ,掘进 费 为 13 元 /mo, 怎 
样 掘 法 费用 最 省 ? 最 省 要 用 多 少 元 ? 
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不 定 积 分 


在 前 面 两 章 中 我 们 已 经 讨论 了 一 元 以 及 多 元 函数 的 微分 学 ,在 本 章 及 第 5 章 将 研究 
与 微分 学 相反 的 问题 , 即 积分 学 问题 。 一 元 函数 的 积分 学 有 两 个 基本 概念 一 一 不 定 积分 
与 定 积分 。 本 章 主要 介绍 不 定 积分 的 概念 ,性 质 和 计算 方法 。 


知识 模块 4.1 不 定 积分 的 概念 与 性 质 


学 习 任务 
【知识 目标 】 


(1) 理解 原 函 数 与 不 定 积分 的 概念 。 
(2) 掌握 不 定 积分 的 基本 公式 和 性 质 。 


【能 力 目标 】 

能 运用 不 定 积分 的 基本 公式 和 基本 性 质 进行 计算 。 
【学 习 重点 】 

原 函 数 与 不 定 积分 的 概念 ;不 定 积分 的 基本 公式 。 
【学 习 难 点 】 

原 函 数 与 不 定 积分 的 概念 。 


4.1.1 原 国 数 与 不 定 积分 的 概念 


定义 4-1 函数 f(x) 在 区 间 了 上 有 定义 ,如 果 存 在 可 导 函 数 (x) ,使 
F(x) 二 f(x) 或 dF(x)= f(x)dr, xzEI 

称 F(x) 是 函数 f(z) 在 区 间 I 上 的 一 个 原 函 数 。 

例如 : 因为 (sin z) “一 cosz, 所 以 sin xz 是 cosz 的 一 个 原 函 数 ;因为 (xz? 十 1)’ 一 2z, 所 
以 zz 十 1 是 2z 的 一 个 原 函 数 。 

我 们 知道 ,一 个 可 微 函 数 的 导数 只 有 一 个 ,那么 当 一 个 函数 具有 原 函 数 时 , 它 的 原 函 
数 是 否 也 只 有 一 个 呢 ? 由 于 (z? 十 1)’==2x,(zx? 十 2)’==2zx,(x? 一 J3) ==2x,*…,(x 十 C0)’ 二 2x 
(C 是 任意 常数 ), 所 以 十 1,x 十 2,z? 一 V3,…,zx? 十 C 都 是 2z 的 原 函 数 , 可 见 2z 的 原 
函数 不 止 一 个 ,而 是 有 无 穷 多 个 , 且 其 中 任意 两 个 原 函 数 之 间 只 相差 一 个 常数 。 这样, 我 
们 得 到 下 面 的 定理 。 


定理 4-1 若 函 数 F(Cz) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 , 则 F(z) 十 C(C 是 任意 常数 ) 是 FCz) 
的 全 部 原 函 数 , 且 其 任意 两 个 原 函 数 之 间 仅 相差 一 个 常数 。 

在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 都 假定 f(z) 有 原 函 数 ,那么 函数 f(z) 应 具备 什么 条 件 , 才 能 
保证 它 有 原 函 数 呢 ? 下 面 给 出 一 个 结论 。 

定理 4-2 〈 原 函数 存在 定理 ) 如 果 函 数 f(z) 在 区 间 1 上 连续 , 则 函数 f(x) 在 该 区 间 
上 一 定 存在 原 函 数 。 

简单 地 说 ,连续 函数 必 有 原 函 数 ,由 于 初等 函数 在 其 定义 区 间 上 都 是 连续 函数 ,所 以 
初等 函数 在 其 定义 区 间 上 都 有 原 函数 。 

定义 4-2 如果 函数 F(z) 是 f(z) 在 区 间 I 上 的 一 个 原 函 数 , 则 称 f(x) 的 全 部 原 函 


数 F(x) 十 C(C 是 任意 常数 ) 为 f(x) 在 区 间 I 上 的 不 定 积分 , 记 为 redr， 即 
|reouz 一 下 (z) 十 C 

式 中 ,“|” 称 为 积分 号 ;f(z) 称 为 被 积 函 数 ; f(z)dz 称 为 被 积 表达 式 ;z 称 为 积分 变量 ; 
C 称 为 积分 常数 。 

求 不 定 积分 |/(z)dz 就 是 求 被 积 丽 数 /(z) 的 全 部 原 函 数 。 为 此 ,只 需求 得 f(z) 的 
一 个 原 函 数 下 (zx) ,然后 再 加 上 任意 常数 C 即 可 。 

【 例 4-1】 求 [ar 

解 : 因为 [二 二 ] 一 
所 以 j= dr = 3 十 C 

【 例 4-2】 求 | 上 dz。 

I 
解 : 因为 当 z 二 0 时 ,由 Cln zx) 一 二 有 | Las 一 ljnz 十 C。 
TXT 要 


1 
一 


当 z 工 二 0 时 ,由 [ln (一 z)] 


区 上 ,有 | 上 dz 二 
亚 A 


所 以 综 上 所 述 得 | 上 dz 二 In | z |+C。 


4.1.2 不 定 积分 的 几何 意义 
如 果 函 数 f(z) 在 某 个 区 间 上 的 一 个 原 函 数 为 F(x) ,通常 我 们 把 这 个 原 函 数 F(z) 的 
图 像 称 为 /Cz) 的 一 条 积分 曲线 ,其 方程 为 y 一 FCz) 。 因 此 f(z) 的 不 定 积分 | 7(z)dz 一 


F(z) 十 C 在 几何 上 就 表示 全 体积 分 曲线 所 组 成 的 积分 曲线 徐 。 它 们 的 特点 是 ,同一 条 曲 
线 在 y 轴 上 平移 之 后 所 形成 的 所 有 曲线 ,在 横 坐 标 相 同 的 点 处 它们 的 切线 平行 且 斜 线 的 


高 等 应 用 数学 


斜率 都 等 于 f(z) ,如 图 4-1 所 示 。 

【 例 43-3】 设 曲 线 通 过 点 (1,2), 且 其 上 任意 一 点 处 的 切线 斜率 等 于 这 点 的 横 坐 标的 
两 倍 , 求 此 曲线 方程 。 

解 : 设 所 求 曲线 方程 为 y= 二 f(x), 由 导数 的 几何 意义 , 据 题 设 曲 线 上 任 一 点 (x,y) 处 
的 切线 斜率 为 
y = 2z 
所 以 

y= [2zaz 二 x: 二 +C 


又 由 于 所 求 曲 线 经 过 点 (1,2), 故 有 2==1 十 C, 得 C=1。 

因此 ,所 求 曲 线 方程 为 y 二 xz? 十 1。 

从 几何 上 看 ,y= 十 C 的 图 形 可 由 曲线 y= 二 zx? 的 图 形 沿 y 轴 平 移 |1C| 个 单位 得 到 ， 
所 以 > 一刀 十 C 表示 一 簇 抛物 线 , 而 y= 二 zx? 十 1 则 是 这 簇 曲 线 中 通过 点 (1,2) 的 那 一 条 ,如 
图 4-2 所 示 。 


4.1.3 不 定 积分 的 性 质 


由 不 定 积分 的 定义 ,可 得 到 不 定 积分 的 下 述 性 质 。 
性 质 1 积分 与 微分 的 互 逆 运 算 性 质 , 即 


(GD (fwar) 二 f(z) 或 d| rcodz = lil 


(2) JF Car = F(z) +C 或 |dF(a) = F(z)+C 


此 性 质 表 明 ,不 定 积分 的 导数 (或 微分 ) 等 于 被 积 函数 (或 被 积 表达 式 ) ,而 函数 的 导数 
(或 微分 ) 的 不 定 积分 等 于 全 部 原 函 数 。 
性 质 2 被 积 函数 中 不 为 零 的 常数 因子 可 提 到 积分 号 外 面 , 即 


[Be 医 k| fn) qe, 上 为 非 零 常数 
性 质 3 两 个 函数 代数 和 的 不 定 积分 等 于 两 个 函数 不 定 积分 的 代数 和 , 即 
Jn (zx) + f(x)Jdz = [Ee 
性 质 2、 性 质 3 还 可 以 推广 到 有 限 个 函数 代数 和 的 形式 , 即 
[ta fi Ge) Eh fax) 士 …… 士 如 PCz)]dz 


一 局 | 六 Codz 土 所 | 产 Codz 革 Ek | fd 


4.1.4 基本 积分 公式 


由 于 求 不 定 积分 的 运算 是 求 导数 运算 的 逆 运 算 , 所 以 由 导数 的 基本 公式 相应 地 可 以 
得 到 如 下 积分 的 基本 公式 。 


(1) ea 二 kr 十 C (k 是 常数 ) 
xT! 

(2) [eu 二 一 一 十 C (a 关 一 1,a 是 常数 ) 
a 十 1 

(G) | Tar=inlzltc 


(4) [ed = 区 +C(a>0,az#D 
(5) [ez 一 寻 十 C 

(6) 人 Zdz 一 一 cos 并 十 C 

(7) Jeos zdr 一 sinz 十 C 


dz |sec:zaz tan 并 十 C 
上 


(8) | 


CO 


9) | dz Jese zar Et 区 十 @ 
sin’x 


(10) Jian xsec rdr = sec 工 十 C 


(11) Jeot Zcsc Zrdz =— csc x+C 


1 ps 和 
G2) | dz = arcsin 工 十 C 
A 一 22 


1 WE 
(13) | 一 arctan 工 十 C 


以 上 13 个 公式 称 为 基本 积分 公式 ,它们 是 求 不 定 积分 的 基础 ,必须 熟 记 。 


应 用 模块 4.1 


应 用 1 【物体 上 抛 ] 一 个 物体 以 初速 度 w 做 竖 直 上 抛 运动 , 求 其 运动 规律 。 

解 : 将 物体 运动 的 铅 直线 作为 工 轴 , 方 向 向 上 , 轴 与 地 面 的 交点 作为 坐标 原点 ,建立 
直角 坐标 系 ( 略 ) 。 

设 运动 开始 时 刻 为 1 二 0, 当 t==0 时 物体 所 在 位 置 的 坐标 为 ro ,在 时 刻 上 时 坐标 为 工 ， 
所 求 函数 为 z+ 二 zx(7)。 
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在 时 刻 z 时 ,物体 向 上 的 运动 速度 为 呈 一 wz)。 由 于 竖 直 上 抛 运动 的 加 速度 为 一 5， 


因此 
dr_dv__ 
de dt .| 


v(t) = le g)dt 一 一 gt 十 ci 
又 v(0)= 二 vw 得 c= 二 vw, 所 以 
v(t) 一 一 8 十 
ae 
再 由 丈 一 "CD ,得 
= [eeou == [c gt + vo)dt = 一 e+ ud 


一 一 ee 十 vot 十 cz 


由 题 设 , 当 :=0 时 ,z=zo 得 co 二 xo。 
于 是 所 求 运动 规律 为 z 一 一 六 gt 十 wt 十 z。。 


应 用 2 【篮球 与 大 厦 】 一 只 篮球 在 地 球 引力 的 作用 下 从 一 幢 大 厦 的 屋顶 掉 下 ,5s 时 
落地 , 求 此 大 厦 的 高 度 ( 空 气 阻力 不 计 )。 

解 : 由 于 篮球 从 大 厦 顶 掉 下 时 是 在 地 球 引力 的 作用 下 做 自由 落体 运动 ,由 加 速度 与 
速度 的 关系 ,有 


一 = 
a 二 = 让 ' 且 一 0 时 ,vw 0 


所 以 v= gd =— gt+O, 
将 v0)==0 代入 上 式 , 得 Ci 二 0。 于 是 ,篮球 做 自由 落体 运动 的 速度 方程 为 
v= gt 
又 v 二 毕 二 gt, 所 以 
de 


5 一 eu 一 二 et 十 Cs 
将 5(0) 二 0 代入 上 式 ,得 Cs 一 0, 即 篮球 的 运动 方程 为 


= 
5 28t 


由 于 1 二 5s 时 篮球 落地 ,所 以 大 厦 的 高 度 为 有 一 二 8X 下 一 12. 5g 一 122. 5Cm) (其 中 ， 
重力 加 速度 g 一 9. 8m/s: ) 。 


应 用 3 【复合 的 伤口 ] 医 学 研究 发 现 , 刀 制 伤口 表面 修复 的 速度 为 只 一 一 55-*(en/ 天 ) 


(1 二 1 二 5) ,其 中 A 表示 伤口 的 面积 ,假设 A(1) 王 5, 问 受伤 5 天 后 该 病人 的 伤口 表面 积 为 
多 少 ? 
dA 


解 : 由 a 


得 dA=—5t™d 
两 边 求 不 定 积分 得 。 AC) = 一 sr = 5 二 C 


将 A(1)=5 代 入 上 式 得 C=0。 

所 以 5 天 后 病人 的 伤口 表面 积 A(5) 二 5X5 二 1(cm?)。 

应 用 4 【谋杀 在 何 时 发 生发 生 一 起 谋杀 案 ,警察 下 午 4:00 到 达 现 场 。 法 医 测 得 己 
体温 度 为 30'C ,室温 20C ,已 知 尸体 在 最 初 2 小 时 降低 度 为 零 ,谋杀 是 什么 时 间 发 生 的 ? 

解 : 设 T() 表 示 尸 体 在 时 刻 t 时 的 温度 , 则 TT(0)= 二 37( 人 体 的 初始 温度 ),T(2) 二 35， 
T, 表示 环境 温度 。 由 Newton 传 热 定律 得 


Cr 
一 宇 =&T 一 T) 
即 
d(T—20) _ 
ne 人 dt 
两 边 求 不 定 积分 得 
In(T— 20) 一 一 对 十 cl 
所 以 T—20=cze*, T=20+ce “, cz 一 ea 
将 T(0)=37 代入 上 式 得 c= 二 17。 
于 是 T=20+17e* 
又 T(2)=20+17e-*=35 
-是 ， 
所 以 e “一 1， kmn[ 天 ]/2~o.0626 
再 由 TD) 一 20 十 17ere 一 30， er 玫 
得 ‘=In (1 )/=8.4970~8.5 
故 作案 时 间 约 为 上 午 7 :30。 
实践 模块 4. 1 
A 组 (基础 训练 ) 
1. 填空 题 。 
(1) 函数 x? 的 原 函 数 是 
(2) 函数 sin z 是 函数 的 原 函 数 。 


(3) 已 知 了 (xz) 二 g(xz), 则 [ecodz= 
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(4) qarctan Zdz = 


(5) aa 一 


2. 求 过 点 (1,2), 且 在 任 一 点 处 的 切线 斜率 为 3z? 的 曲线 方程 。 
3. 已 知 动 点 在 时 刻 上 时 的 速度 为 w 一 3: 一 2, 且 :一 0 时,*=5, 求 此 动 点 的 运动 方程 。 


B 组 (能 力 提 高 训练 ) 


1. 填空 题 。 
(1) 车 f(z) 的 一 个 原 函 数 为 4z3 , 则 f(x) 二 


(2) 车 f(z) 的 一 个 原 函 数 为 4z3 , 则 [pepar eS 
(3) 已 知 | rz)dz 一 sin2z 十 C, 则 f(x) = 


(4) e 知 [far] = lnz, 则 f(z) = 


2. 设 某 函 数 当 z=1 时 有 极 小 值 , 当 z= 一 1 时 有 极 大 值 为 4, 又 知道 这 个 函数 的 导 
数 具有 形状 y 二 3zx? 十 bx 十 c, 求 此 函数 。 


知识 模块 4.2 不 定 积分 的 计算 


学 习 任 务 

【知识 目标 】 

(1) 掌握 不 定 积分 的 直接 积分 法 。 

(2) 掌握 不 定 积分 的 换 元 积分 法 ( 凑 微 分 法 、 第 二 类 换 元 积分 法 ) 。 

(3) 掌握 不 定 积分 的 分 部 积分 法 。 

【能 力 目标 】 

(1) 能 运用 不 定 积分 的 直接 积分 法 求解 不 定 积分 。 

(2) 能 运用 不 定 积分 的 换 元 积分 法 求解 不 定 积分 。 

(3) 能 运用 不 定 积 分 的 分 部 积分 法 求解 不 定 积分 。 

【学 习 重 点 】 

不 定 积分 的 直接 积分 法 、 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 。 

【学 习 难点 】 

不 定 积分 的 换 元 积分 法 。 

在 不 定 积分 的 定义 ,性 质 以 及 基本 公式 的 基础 上 ,我 们 进一步 讨论 不 定 积分 的 有 关 计 
算 问 题 。 不 定 积分 的 计算 方法 主要 有 三 种 :直接 积分 法 、 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 。 


4.2.1 直接 积分 法 
利用 不 定 积分 的 性 质 和 基本 公式 ,结合 适当 的 代数 或 三 角 恒 等 变 形 , 可 以 求 一 些 简单 
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函数 的 不 定 积分 ,这 样 的 积分 方法 叫 作 直 接 积分 法 。 
【 例 4-4】 求 az 一 省 5 十 动 Wes 


解 : [ax 一 2z2 十 5 十 3)dz 


一 人 = 四 dei* [szax 4 su 


一 4|z 是 一 ?| dz 专 szdz 4 [dz 


i 2 i 
4 2 1 2 +3z+C 
ss ye 2 3 5 EE 
二 + oT Sz 


注 : 

(1) 求 函数 的 不 定 积 分 时 积分 常数 C 不 能 丢掉 ,否则 就 会 出 现 概念 性 的 错误 。 

(2) 等 式 右 端的 每 个 不 定 积分 都 有 一 个 积分 常数 ,因为 有 限 个 任意 常数 的 代数 和 仍 
是 一 个 常数 ,所 以 只 要 在 结果 中 写 一 个 积分 常数 C 即 可 。 

(3) 检验 积分 计算 是 否 正 确 , 只 需 对 积分 结果 求 导 ,看 它 是 否 等 于 被 积 函 数 。 若 相 
等 ,积分 结果 是 正确 的 ,否则 就 是 错误 的 。 

【 例 4-5】 求 下 列 积分 。 


= 
GD | ec 一 Dzdz (2) | 于 + ay 


解 : (1) | cz Dds IEae 2z 


Ddz [ai 2x 


一 [ad ?| dz 十 | 三 dz 


2 4 2 
7 5 可 
是 = 
(2) | 下 De J 2 二 点 | 
将 XT 9 


= 3z 一 2nlzl 一 二 +C 
【 例 4-6】 求 下 列 积分 。 
GD | [过 dz (2) | dz 
解 : 在 积分 基本 公式 中 没有 这 种 类 型 的 积分 公式 ,可 以 先 对 被 积 函 数 进行 恒 等 变 形 ， 
再 逐 项 求 积 分 。 


| 国 攻 3 | nt 1 ) 
1 
| TI 二 之 dz I 十 弃 dz 让 dz 


-Ja 
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一 工 一 arctan 工 十 C 
| 1 3 
(w]e 5 与 此 J er 
= 二 并 
过 


【 例 4-7】 求 下 列 积分 。 
CD sin Sd 0 | dz 


Sin2zcos2 工 


解 : (1) 全 Sd | l= = dz 3 (| [eos zdz) 


= 二 (zsinz) @ 


(2) | dz | sin2x 十 cos"zdv 


Sin2rcos2 工 人 


= | (ss 十 =E 守 一 bi jax 
cosit sin'z 


= |seeadr 十 Jesezaz 


= tanx—cotz+t+C 
求 三 角 函 数 的 积分 ,形式 变化 非常 灵活 ,能够 熟练 运用 公式 非常 重要 。 常 用 的 三 角 函 
数 公式 补充 如 下 。 
1— cos2x 2 1 eos Zr i 


Sin2 工 COS 工 sin2zr 十 coszz 一 1 


2 2 


tanzz = seczz 一 1 cot?z = csc’z—1 sin 27 = 2sin zcos x 


cos 2z 一 cos2szr 一 sin?zr 一 1 一 2sin?z = 2cosz—1 


4.2.2 换 元 积分 法 

1. 第 一 类 换 元 积分 法 

先 分 析 下 面 的 例题 。 

【 例 4-8】 求 |cos zzdz。 

分 析 :计算 不 定 积分 |cos 2zdz 时 , 若 直 接 用 基本 积分 公式 [cos rdz = sin z 十 C, 所 求 
答案 为 sin 2z 十 C。 显 然 这 个 结果 是 错误 的 ,因为 (sin 2z 十 C) = 2cos 2x, 就 是 说 sin 2z 不 
是 cos 2z 的 一 个 原 函 数 .事实 上 ,因为 | 二 sn zz) = 2z, 所 以 [eos 2zdz 一 去 sin2zx 十 C。 


出 现 错误 结果 的 原因 在 于 ,被 积 函 数 cos 27 与 公式 |cos zdz 中 的 被 积 函 数 不 一 样 ,cos 27 


是 复合 函数 。 因此 ,计算 时 应 将 原 积分 作 变 形 处 理 。 
解 : 把 原 积分 作 下 列 变 形 后 计算 。 


| 2zdz 一 工 |eos 2zd(2z) 


-si 2z 十 C 
例 4-8 解法 中 ,通过 引入 新 变量 4 一 g(x) 二 2x, 从 而 把 原 积分 化 为 关于 的 一 个 简单 


积分 , 青 用 基本 积分 公式 求解 。 现 在 的 问题 是 ,在 公式 |cos zdz = sinz 十 C 中 ,如 果 将 


换 成 了 u= 9(z) ,对 应 得 到 公式 [cos udu 二 sinu 十 C 是 否 还 成 立 ? 回答 是 肯定 的 ,请 看 下 
面 的 定理 。 
定理 4-3 如 果 | cz)dz 二 F(z) 十 C, 则 


[Be = F(wW+C 
式 中 ,wu 二 g(xz) 是 zx 的 任意 可 微 函 数 。 
证 明 : 由 于 | f(z)dz 一 F(z) 十 C, 所 以 dF(zx) = f(z)dz, 根据 微分 形式 的 不 变性 , 则 有 


dF(u) = f(w du 
式 中 ,u 二 gp(z) 是 zz 的 可 微 函数 。 所 以 有 
|reou 一 |areo 一 下 (xu) 十 C 
该 定理 告诉 我 们 : 
(1) 求 不 定 积分 时 ,如 果 被 积 函数 可 以 整理 成 f[p(z)jg (x) 形式 ,并 且 f(w) 具 有 原 


函数 F(x) , 则 
凑 微 分 


[rreco]dacm 
换 元 PCz) 一 必 


[rreco]wcodz 


|reou 


= F(u)+C 


回 = 8 
这 (4-1) 


这 种 先 “ 凑 ”微分 式 ,再 作 变量 置换 的 方法 , 称 为 第 一 类 换 元 积分 法 ,也 称 凑 微 分 法 。 
式 (4-1) 称 为 第 一 类 换 元 积分 公式 。 

(2) 定理 4-3 表明 了 将 基本 积分 公式 中 的 积分 变量 换 成 任 一 可 微 函 数 ,公式 仍 成 立 ， 
这 就 大 大 扩充 了 基本 积分 公式 的 使 用 范围 。 


【 例 4-9】 求 |6z+s)*dz。 
解 : 基本 积分 公式 中 有 | rdz 一 2 十 C (a 关 一 DD 
a 十 1 


[Gz + gdr= |(sr+ sydcsr +8) 
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令 5r 十 8 一 
ee wan 


= 
30* 二 


ye i 


【 例 4-10】 求 [ae dz。 


解 : 因为 2zdz 一 d(z2) 
所 以 
[ae dz 一 fe dz 
2 一 
2 ean 三 @ 十 C 
Ru 2 


【 例 4-10】 求 | 呈 zdz。 
二 
解 : 因为 Tdz=dlnz 
所 以 
| zaz= 人 Zdln 工 
贡 
令 Inrz=u 
Nua 2" tC 


2 


到 和 
加 裁 .术士 耕 


由 上 面 例题 可 以 看 出 ,用 第 一 类 换 元 积分 法 计算 积分 时 ,关键 是 把 被 积 表达 式 凑 成 两 
部 分 ,其 中 一 部 分 为 p(x) 的 函数 FLp(z)], 而 另 一 部 分 次 成 dp(z) 的 形式 。 在 次 微分 时 ， 
常用 到 下 列 的 微分 公式 , 熟 记 它们 有 助 于 求 不 定 积分 。 


di = 二 dlaz 十 D(a 闯 0,awb 为 常数 ) 


2 
Zdz 一 a 于 ) 
4 一 ,da | 元 | 
XT 
专 灾 = d(2 V2) 


1 = d(- t) 
I TI 


于 a 
要 dz 一 darctan 工 
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1 
MI—w 
erdz 一 der 


sin zdz 一 d(— cos x) 


dz = darcsin 工 


cos zdz = dsin 工 

seczzrdz = dtan 工 

csczzdz = d(— cot xz) 

sec xtan Zdz = dsec x 

csc zcot zdz = d(— csc x) 

次 微分 的 式 子 绝 非 只 有 这 些 , 要 根据 具体 问题 具体 分 析 ,读者 应 在 熟 记 基 本 积分 公 

式 和 一 些 常用 微分 公式 的 基础 上 ,通过 大 量 的 练习 才能 逐步 较 好 地 掌握 这 一 重要 积分 
方法 。 


【 例 4-12】 求 | dr, 
解 : | dz 一 Jaretan zdarctan 工 
令 arctan 工 一 以 | lo Ic 


回 代 = 
站 ee < 到 Caretan 2)2 十 C 


当 运 算 比较 熟练 后 , 设 变量 代 换 及 回 代 这 两 个 过 程 可 以 省 略 不 写 。 
[ 例 4-13】 求 | 一旦 


解 : | | a 二 de | 2 二 arctan 之 并 十 C 
全 


【 例 4-14】 


dz 有 a 1 
解 : | 一 2 | or 2a 后 + 二 
L[| 1 | 
[| a t+ |) 二 5dc 一 本] 


一 去 (nlatz|-Inla-z1)+C 


- 


二 趟 In 人 


一 过 


十 C 


【 例 4-15】 求 hm Tr。 


解 : | dr | sin dcosz ln | cosz | 十 C 


a COS 工 
同 理 可 得 
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[eor zdz= In| sinz|iC 


【 例 4-16】 求 [es wdrs 


‘(到 
解 : [ss zdr | z =| 1 dr | 2 
a a 2sin 之 cos 立 tan 之 cos’ 立 
2 2 2 2 
dtan 和 六 
ln |tan + [人 
tan 由 2 
2 
因为 
li sin? 立 - 
3 3 in 2 1 eon 
tan csc.T— cotz 
a sinz Sin 工 
Cos 二 
4 
所 以 


[ese zdr=ln|csczx—cotzl|i+C 


由 三 角 函 数 的 诱导 公式 cos z 一 sin (于 + ,不 难得 到 


恋人 二 
-| (E+E 


一 ln | secz 十 tanz | 十 C 
第 一 类 换 元 积分 法 还 适合 求 一 些 简 单 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 。 


【 例 4-17】 求 Jeoszdz. 


解 : [esad | 二 和 2 [a 十 3 | 2zxdz 


一 到 训 十 | 2zd2z 


王者 市 于 sin 2 十 C 
【 例 4-18】 求 |sin: zeos’zqz, 
解 : |sin? zeos zdz 一 | smezeoszdsinz 


一 amza 一 sin?z)dsin 工 


一 imz 一 sintz)dsin 工 


= 于 sinrz 后 起 


名 
从 以 上 例子 可 以 看 出 ,同名 三 角 函数 化 和 降 坚 法 是 计算 形 如 |sinmvzcosrzdz (mn 为 


非 负 整数 ) 不 定 积分 的 基本 方法 ,具体 可 分 两 种 情况 。 

(1) 若 冯 汉中 至 少 有 一 个 奇数 ,如 为 奇数 , 则 将 奇 次 圭 分 出 一 次 圭 与 偶 次 寡 乘 积 ， 
并 将 sin zdz 凑 成 微分 d( 一 cos x) ;而 当 zm 为 奇数 时 ,可 将 cos zdz 凑 成 dsin zx, 从 而 转化 
为 同名 三 角 函 数 的 积分 。 

(2) 车 m,n 均 为 偶数 ,一 般 采 用 倍 角 公式 降低 被 积 函数 的 手指 数 , 然 后 再 进行 积分 。 

另外 ,还 需要 指出 的 是 ,同一 个 不 定 积 分 由 于 采用 积分 方法 的 不 同 ,有 时 积分 结果 的 
表达 形式 可 能 不 一 样 , 但 这 些 结果 除了 相差 一 个 常数 外 ,实质 上 并 无 差别 , 属 同一 个 原 函 
数 簇 。 


【 例 4-19】 求 | sasz 一 sin zdz。 


cosZ 十 sinz 
> cos 工 一 Sin 工 1 
解法 1: | qz=| ——d(sin z+ coszx) 
cos 工 十 Sin 工 cos 工 十 Sin 工 
一 ln|sinz 十 cosz | 十 C 
> coOS 工 一 Sin 工 (cos 工 一 Sin 工 )2 1 一 sin 2z 
解法 2: = -一 dz 一 标 
cos 工 十 Sin coOS 工 一 Sin 工 cos 2 


一 [see Zzdz — Jian 2zdzr 


$ln | sec 2zx + tan 2z |+ yln | cos2z | 十 C 


解法 3 | 一 cosz 工 一 sin’z cos 2 并 ds 
法 3: 
cos 工 十 sin 工 (cos 工 十 sin xz)’ 1 十 sin 2> 


二 | 
”于 Ld 


(1 十 sin 2z) 


喜 到 ml i | 和 蕊 


2. 第 二 类 换 元 积分 法 
第 一 类 换 元 积分 法 的 使 用 范围 极为 广泛 ,但 对 于 某 些 无 理 函 数 的 积分 , 则 需 应 用 第 二 
类 换 元 积分 法 。 


第 一 类 换 元 积分 法 是 通过 选择 新 的 积分 变量 "一 PCz) ,将 积分 | 7Lp(z)]w'Cz)dz 化 
为 | rcodv 形式 .有 时 也 会 遇 到 与 第 一 类 换 元 法 相反 的 情形 ， 即 | rczodz 不 易 直 接 求 出 ， 
需要 适当 地 选择 x 一 Wi) 进行 换 元 , 将 积分 | f(z)dz 化 为 | [yDJy CD 形式 ,而 


go]w cpd 很 容易 求 出 结果 。 这 就 是 第 二 类 换 元 积分 法 。 


定理 4-4 (第 二 类 换 元 积分 法 ) 设 z+ 一 y(t) 具 有 连续 导数 y (1), 目 y(1) 关 0, 又 设 
f[Ly() jy (CD 具有 原 函 数 F(iD ,t 一 WV' (zx) 是 z= 一 y() 的 反 函 数 , 则 FL[y (Cz)] 是 f(z) 的 


= yD) 
[Ee 


[sty Wa = FQ)+C 
回 代 + = 1 (zx) 
通常 称 式 (4-2) 为 第 二 类 换 元 积分 公式 。 


【 例 4-20】 求 | 


Fy a+ (4-2) 


解 : 令 Vz 二 =, 则 


X=t, dz 一 2tdt 


\ 由 1 
所 以 | 2 2| 站 ld (| | 


=2[t—ln (1 十 芒 ] 十 C 
一 2[Vz 一 In (1 十 Vz)] 十 C 
【 例 4-21】 求 | Ve — zdr(a > 0)。 
解 : 由 于 被 积 函数 中 含有 根 式 Va 一 x? ,所 以 为 消去 根 式 ,可 采用 三 角 公 式 消去 根 式 。 


邻 z= 二 asint (一 至 < 等) 


dz 一 acos tdt 


所 以 | a — a dr -| a —a’sin’t acostdt 


ar | eos?td «| i PE Sy 


到 
2 


一 ( 二 二 sin 2)+ 必 
由 Z 一 asin ti, 得 


a 
t 一 arcsin 一 
a 


又 因为 
了 om JP | 
cost = V1— sint 几 1 一 于 
a 
所 以 
[va a dy 和 aresin 生 十 记 + Va EL 
Cy 
【 例 4-22】 求 | 一 下 一 (a>0). 
Mr Har 


解 : 令 = 二 atant (GE 


dz 一 asecztdt 


第 4 章 不 定 积分 | 


所 以 | ds | asec’t 法 | sect 


z+a’ Ga tan’t+a’ SOE 


= |see idt = ln | sec ttant |+ Ci 


为 了 要 把 sec t 及 tan t 换 成 x 的 函数 ,还 可 以 根据 tan :一 芝 做 辅助 直角 三 角形 ,如 
图 4-3 所 示 , 便 有 


因此 ， 
zr +a 


a 


十 到 | 十 Gi 
a 


| dz =]n 
一 In | Vz: 十 ea 十 zl 十 C，C=C 一 Ine 


例 4-23】〗】 求 | -1 dz (a>0)。 

[全 423] 求 | 地 

解 : 和 上 两 例 类 似 ,可 以 利用 三 角 公 式 消去 根 式 。 
今 z= 二 asec 1, 则 


dz 一 asec ttan tdt 


S t 
a dz | We [see tdt 
a atant 


= ln|sect+tant|+C 


根据 sec 1 一 过 做 辅助 直角 三 角形 ,如 图 4-4 所 示 , 于 是 得 


所 以 | 


tant = YE — 4 
a 
a a 
图 4-3 图 4-4 


因此 


| 1 dz 一 ln 


Era 
a a 


=ln|z+ Vr —a | 十 C，C=C 一 na 


从 上 面 例子 可 以 看 出 , 当 被 积 函 数 含 有 根 式 Va 一 x 或 Vz 土 a 时 ,可 将 被 积 表 达 式 
作 如 下 变换 。 


(1) 含有 Va 一 x 时 , 令 xz 一 asin t。 
(2) 含有 Vz 十 ea: 时 , 令 z 一 atant。 
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(3) 含有 Vx’ 一 a? 时 , 令 z= 二 asec t。 

这 种 变量 代 换 称 为 三 角 代 换 。 
在 本 节 例 题 中 ,有 一 些 积分 是 经 常 遇 到 的 ,所 以 也 作为 基本 积分 公式 列 示 如 下 。 
(1) Jian zd 一 一 jn | cosz | 十 C 


(2) [eu xdr =ln|sinz|+C 
(3) [sec zar 一 ln|secz 十 tanz | 十 C 


(4) Jese zdz 一 ln|cscz 一 cot 工 | 十 C 


4.2.3 分 部 积分 法 


前 面 分 别 介绍 了 直接 积分 法 和 换 元 积分 法 ,它们 是 计算 不 定 积分 的 两 种 比较 重要 的 
方法 ,应 用 范围 十 分 广泛 。 但 当 被 积 函 数 是 两 种 不 同类 型 函数 的 乘积 时 ,使 用 这 两 种 方法 


往往 不 能 奏效 。 例如 , 像 | zcos zdz.|edz 等 , 这 就 需要 用 到 积分 法 中 另 一 种 比较 重要 


的 积分 方法 一 一 分 部 积分 法 。 
设 函 数 u 二 u(r),v 二 v(x) 具 有 连续 的 导数 ,由 函数 乘积 的 微分 法 则 有 
d(uv) = udv +t vdu 
移 项 得 
udv = d(uv) — vdu 
两 边 积分 得 


[ua = 一 | (4-3) 
式 (4-3) 称 为 分 部 积分 公式 。 这 个 公式 的 作用 在 于 把 求 左 边 的 不 定 积 分 av 转化 为 


求 右边 的 不 定 积分 | wd, 而 且 得 到 的 | dv 比 |udo 容易 求 得 ,这 个 公式 起 到 了 化 难为 易 的 
作用 。 
【 例 4-24】 求 Jazeos dr。 


解 : 应 用 分 部 积分 法 解 题 时 ,首先 将 被 积 表 达 式 zcos zdz 分 成 w 和 do 两 部 分 ,具体 
uw 和 do 如 何 来 选择 ,这 是 解决 分 部 积分 法 的 关键 。 
如 果 设 4 二 zx ,dv 二 cos zdz 一 dsin 工 , 则 
du=dr, v= sinzx 


于 是 
Jzcos Xdr = xsinz— [sn xXxdr 一 zsin 工 十 cos 工 十 C 


反 过 来 ,如 果 设 w 一 cos ,do=zdz 一 d( 于 ) . 则 


du 王 一 sin zdz， v= 
于 是 
[zeos zdz = Scos +| Ssin xdz 
这 时 右 端 积分 比 左 端的 积分 更 加 复杂 ,可 见 这 种 取 法 不 合适 。 因 此 ,在 使 用 分 部 积分 
法 时 ,正确 选择 wx 和 dv 是 十 分 重要 的 ,一般 要 考虑 下 面 两 点 。 
(1) v 要 容易 求 出 。 


(2) | 要 比 | wav 容易 求 出 。 


【 例 4-25】 求 [rear 
解 : 设 v=z,do 一 erdz 一 de , 则 


du 一 dz， v=e 


于 是 


[edz ze” [ea zer 一 灵 十 c 一 ez 一 1) 十 C 
【 例 4-26】 求 [em wds, 


解 : 设 =In zydo=zdz 一 d[ 肆 ], 则 


于 是 


2 2 2 
[nzadz Tnz | . La 蕊 lnz 一 并 十 C 
2 3 2 
【 例 4-27】 求 Jzaretan de 


2 
解 : 设 x= 一 arctan zdu=zdz 一 于] 则 


过 二 和 二 区 
du 一 I 二 之 dz， v 2 
于 是 
| 2 1 | i 
Zarctan zrdzr 2arctanz— 2|7 主要 dz 
司 和 人 1 ) 
2 arctan 工 2 由 jE dx 


= 
= arctan x 2 sarctanz C 


一 二 Crrarctan 多 一 第 十 tetan 2 十 


对 分 部 积分 法 熟练 以 后 ,可 以 省 略 “ 设 ”的 步骤 。 
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【 例 4-28】 求 je sin xdx 。 


解 : Jesin zxdz [ea cos x) eTCOsZ+ Jeos er dr 
等 式 右 端的 积分 与 左 端的 积分 是 同一 类 型 的 ,因此 对 右 端 的 积分 再 使 用 一 次 分 部 积 
分 公式 ,但 须 引起 注意 的 是 ,两 次 选择 u 和 do 要 保持 一 致 。 于 是 有 


fe sin zdz =— ecos x+ fe dsin 工 


一 一 ecos 并 十 esin 工 一 [sin Terdz 
由 于 右 端 第 三 项 就 是 所 求 积 分 ,于 是 把 它 移 到 等 式 左 端 , 再 两 端 同时 除 以 2, 便 得 
[ecos Zdz = 去 esin xz— os) + 


总 结 前 面 所 讲 例子 可 以 知道 ,分 部 积分 法 在 选择 和 dv 时 有 下 述 规律 。 

(1) 当 被 积 函 数 是 短 函 数 和 正 ( 余 ) 弦 函数 或 蜘 函 数 与 指数 函数 的 乘积 时 ,可 考虑 窜 
函数 作为 u。 

(2) 当 被 积 函 数 是 宕 函数 和 对 数 函 数 或 寡 丽 数 与 反 三 角 本 数 的 乘积 时 ,可 考虑 对 数 
函数 或 反 三 角 函 数 作 为 u。 

(3) 当 被 积 函 数 是 指数 函数 和 正 ( 余 ) 弦 函数 的 乘积 时 ,那么 两 者 均 可 作为 u。 

在 计算 不 定 积 分 时 ,往往 有 些 积分 不 只 局 限于 一 种 积分 方法 ,这 就 需要 我 们 在 这 些 方 
法 的 基础 上 会 灵活 运用 。 


【 例 4-29】 求 |esdz。 
解 : 设 /T=4, 则 


z=t:, dz=2tdt 
于 是 


[ed ?jed ?de 2 人 (ce |ea) 


2e(t—1)+C=2er(Wz—1)+C 


应 用 模块 4.2 


应 用 【能 源 消耗 电力 消耗 随 经 济 增长 而 增长 。 新 州 市 每 年 的 电力 消耗 率 呈 指 数 增 
长 , 且 增 长 指数 大 约 为 0.07。1980 年 年 初 ,消耗 量 大 约 为 每 年 161 亿 度 。 设 Ri 表示 从 
1980 年 起 第 1 年 的 电力 消耗 率 , 则 RG) 二 161e*"*( 亿 度 )。 试 用 此 公式 估算 从 1980 年 到 
2000 年 间 电力 消耗 的 总 量 。 

解 : 设 T(z) 表 示 从 1980 年 起 到 第 1 年 (1 二 0) 电 力 消耗 的 总 量 。 我 们 要 求 从 1980 年 
到 2000 年 间 电 力 消耗 的 总 量 , 即 求 T(20)。 由 于 T(z) 是 电力 消耗 的 总 量 ,所 以 T'() 就 
是 电力 消耗 率 RQ), 即 TT (7) 二 RQ) ,那么 T(7) 是 RG) 的 一 个 原 函 数 。 


第 4 章 不 定 积分 大 


TO= |Reod = herewar = dt 


一 2300e** 十 C 
因为 T(0)==0, 所 以 C= 一 2300, 所 以 T(z) 二 2300(e*%"* 一 1)。 
从 1980 年 到 2000 年 间 电 力 消耗 的 总 量 为 T(20) 一 2300(e"ox2 一 1)s7027( 亿 度 ) 。 


实践 模块 4.2 
A 组 (基础 训练 ) 
1. 在 下 列 横 线 上 添上 适当 的 系数 ,使 等 式 成 立 。 
(1) dz 一 d(3z 一 2) (2) zdzx= d(z’ 二 1) 
(3) 十 dz 一 df(1+ 二 】 人 -etz= des) 
2. 用 直接 积分 法 解 下 列 不 定 积分 。 
(1) [wa Le [ea 一 3z 十 2)dz 
3 二 
G3) | (ze 十 三 dz (9 jG A) 
3. 用 换 元 积分 法 解 下 列 不 定 积分 。 
(1) [eu (2) ezzrdz 
(arctan 工 )2 ln2 工 
的 | (4) | Ear 


B 组 (能 力 提 高 训练 ) 
1. 在 下 列 横 线 上 填 上 适当 的 系数 ,使 等 式 成 立 。 


1 2 2 
(1) 一 dz = dGVz 一 1) (2) ze dz = d(e* ) 
Mr ss 一- 
(3) sin 2zdz = dcos 27 (4) secz3zdz = dtan 3 工 
dz dz 
《5 入 一 = darctan 3 工 6 一 一 darcsin 2 工 
1 十 9z2 二 a | 4 
2. 用 直接 积分 法 解 下 列 不 定 积分 。 
(OC— 志 六 3 le | 
a | a dz (| 之 dz 
(3) | dr (4) [see x(sec XT— tanz)dr 
(5) Jeos: Tdz (6) | 本 
2 cos xsin’ 
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3. 用 换 元 积分 法 解 下 列 不 定 积分 。 


过 COS 工 
(1) | Td (2) | sszaz 
第 
(3) se (4) [zsin zeaz 
六 
全 | 一 天 一 十 tod | -si 
2z: 十 3 V1 一 三 
(7) simaadz (8) [sint zcos’ zdz 


1 
《9 上 ML 十 二 (10) | 一 -一 du 
lt4+ vas 


1 
(11) ds Co) | ==— = 
[i | 
as | Vl—xdz GD | 
(15) | A Ga6) | 
二 
4. 用 分 部 积分 法 解 下 列 不 定 积分 。 
(1) Jasin xdzr (2) I 
《9 Jaresin xdzr (4) |ze dz 
(5) Jasin xcos zdzx (6) |eeos zdr 
本 章 小 结 
1. 主要 内 容 


原 函 数 的 概念 ;不 定 积分 的 概念 和 性 质 ;基本 积分 公式 ;直接 积分 法 ; 换 元 积分 法 ;分 
部 积分 法 。 

2. 方法 要 点 

积分 运算 和 求 导数 (微分 ) 运 算是 互 着 的 两 种 运算 。 本 章 中 ,我们 介绍 了 积分 计算 的 
常用 方法 ,并 通过 一 系列 例题 说 明了 这 些 方法 和 必须 注意 的 问题 。 通 常 地 , 求 积分 比 求 导 
数 (微分 ) 要 难 一 些 。 通 过 第 三 章 的 学 习 我 们 知道 ,初等 函数 在 其 可 导 区 间 内 的 导数 仍 为 
初等 函数 ;而 反 过 来 ， EE 


Je ar,| Sinsaz -dz 等 就 不 能 用 初等 函数 表示 ,这 些 积分 也 就 不 能 用 本 章 的 
SWINE 


要 一 些 技巧 。 因 此 要 熟练 掌握 不 定 积分 的 计算 ,就 必须 通过 一 定数 量 的 练习 ,从 中 总 结 并 
掌握 其 规律 。 


(1) 直接 积分 法 

利用 不 定 积 分 的 运算 性 质 和 基本 积分 公式 ,结合 恒 等 变 形 等 方法 ,可 求 出 函数 的 原 
函数 。 

(2) 第 一 类 换 元 积分 法 ( 凑 微 分 法 ) 

如 果 被 积 函 数 是 复合 函数 的 乘积 ,在 将 复合 次 数 最 多 的 函数 用 中 间 变 量 代 换 成 简单 
函数 时 ,其 余部 分 是 此 中 间 变 量 的 导数 (或 相差 一 个 常数 ,或 相差 正 负 号 ), 此 时 通常 用 凑 
微分 法 。 

(3) 第 二 类 换 元 积分 法 

一 般 情况 下 ,被 积 函 数 中 含有 根 式 时 ,可 用 第 二 类 换 元 积分 法 。 如 果 被 积 函 数 中 含有 

一 TY、Va 十 x 或 Vr? 一 a ,通常 用 三 角 代 换 z 一 asint、z 一 atant\z 一 asect 去 根 号 。 

(4) 分 部 积分 法 

车 被 积 函数 是 多 项 式 与 指数 函数 、 对 数 函 数 、 三 角 函 数 或 反 三 角 函 数 的 乘积 , 则 可 以 
用 分 部 积分 法 求解 。 


阅读 材料 4 ”让 我 们 为 之 欢呼 吧 一 一 牛顿 


牛顿 是 英国 数学 家 ,物理 学 家 、 天 文学 家 ,1643 年 1 月 4 日 生 于 英格兰 林肯 和 郡 的 伍 尔 
索 普 ,1727 年 3 月 31 日 卒 于 伦敦 。 牛 顿 出 身 于 农民 家 庭 , 幼 年 颇 为 不 幸 。 他 是 一 个 遗 腹 
子 , 又 是 早产 儿 ,3 岁 时 母亲 改嫁 ,把 他 留 给 了 外 祖父 母 ,从 小 过 着 贫困 孤苦 的 生活 。 他 在 
条 件 较 差 的 学 校 接受 了 初等 教育 ,中 学 时 也 没有 显示 出 特殊 的 才华 。1661 年 考 人 剑桥 大 
学 三 一 学 院 , 由 于 家 庭 经 济 困难 ,学 习 期 间 还 要 从 事 一 些 勤杂 劳动 以 减免 学 费 。 但 是 他 学 
习 勤 奋 , 并 有 幸 得 到 著名 数学 家 巴 罗 教 授 的 指导 ,认真 钻研 了 伽利略 、 开 普 勒 、 笛 卡 儿 、 巴 
罗 等 人 的 著作 ,还 做 了 不 少 实验 ,打下 了 坚实 的 基础 ,1665 年 获 学 士 学 位 。 同 年 ,伦敦 地 
区 流行 鼠疫 ,剑桥 大 学 暂时 关闭 。 和 牛顿 回 到 伍 尔 索 普 , 在 乡村 幽 居 的 两 年 中 ,终日 思考 各 
种 问题 .探索 大 自然 的 奥秘 。 他 平生 三 大 发 明 ( 微 积分 .万 有 引力 定律 .光谱 分 析 ) 都 萌发 
于 此 ,这 时 他 年 仅 23 岁 。 后 来 牛顿 在 追忆 这 段 峥 嵘 的 青春 岁月 时 , 深 有 感触 地 说 :“ 当 年 
我 正 值 发 明 创造 能 力 最 强 的 年 华 , 比 以 后 任何 时 期 更 专心 致 志 于 数学 和 科学 。 并 说 :“ 我 
的 成 功 当 归功 于 精力 的 思索 。”“ 没 有 大 胆 的 猜想 就 做 不 出 伟大 的 发 现 .”1667 年 ,他 回 到 
剑桥 攻读 硕士 学 位 ,在 获得 学 位 后 ,成 为 三 一 学 院 的 教师 ,并 协助 巴 罗 编写 讲义 ,撰写 微 积 
分 和 光学 论文 。 他 的 学 术 成 就 得 到 了 巴 罗 的 高 度 评价 。 例 如 , 巴 罗 在 1669 年 7 月 向 皇家 
学 会 数学 顾问 柯林斯 (Collins) 推 荐 牛顿 的 (运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 学 ?时 , 称 牛 顿 为 “ 卓 
越 的 天 才 ”。 巴 罗 还 坦然 宣称 牛顿 的 学 识 已 超过 自己 ,并 在 1669 年 10 月 把 “ 卢 卡 斯 教授 ” 
的 职位 让 给 了 牛顿 ,牛顿 当时 年 仅 26 岁 。 

牛顿 发 现 微 积分 ,首先 得 助 于 他 的 老师 巴 罗 , 巴 罗 关于 “微分 三 角形 ”的 深刻 思想 ,给 
他 极 大 影响 ;另外 费 马 作 切 线 的 方法 和 沃 利 斯 的 (无穷 算术 ) 也 给 了 他 很 大 启发 。 牛 顿 的 
微 积分 思想 ( 流 数 术 ) 最 早出 现在 他 于 1665 年 5 月 21 日 写 的 一 页 文件 中 。 他 的 微 积分 理 
论 主要 体现 在 下 述 三 部 论著 中 。 

(1)《 运 用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 学 》。 在 这 一 著作 中 他 给 出 了 求 瞬时 变化 率 的 普遍 方 
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法 ,阐明 了 求 变化 率 和 求 面积 是 两 个 互 逆 问 题 ,从 而 揭示 了 微分 与 积分 的 联系 , 即 沿用 至 
今 的 微 积分 的 基本 定理 。 当 然 , 牛 顿 的 论证 在 逻辑 上 是 不 够 严密 的 。 正 如 他 所 说 :“ 与 其 
说 是 精确 的 证 明 ,不 如 说 是 简短 的 说 明 .” 他 还 应 用 这 一 方法 得 到 许多 曲面 下 的 面积 ,并 解 
决 了 一 些 能 够 表示 成 积分 和 式 的 其 他 问题 。 在 1669 年 牛顿 将 这 本 专 论 印 成 小 册子 给 朋 
友 ,直到 1711 年 才 正式 出 版 。 

(2)《 流 数 术 和 无 穷 级 数 》。 在 这 一 论著 中 ,牛顿 对 他 的 微 积分 理论 作 了 更 加 广泛 而 
深入 地 说 明 ,并 在 概念 、. 计 算 技 巧 和 应 用 各 方面 作 了 很 大 改进 。 例 如 ,他 改变 了 过 去 静止 
的 观点 ,认为 变量 是 由 点 , 线 、 面 连续 运动 而 产生 的 。 他 把 变量 叫 作 “ 流 ”, 把 变量 的 变化 率 
叫 作 * 流 数 ”, 并 引进 了 高 阶 流 数 的 概念 。 他 用 更 清晰 准确 的 语言 阐明 了 微 积分 的 基本 问 
题 : 一 是 已 知 两 个 流 z 与 y 之 间 的 关系 , 求 它们 的 流 数 之 间 的 关系 ;二 是 已 知 流 数 X 与 
Y 之 间 的 关系 , 求 它 们 的 流 之 间 的 关系 ,并 指出 这 是 两 个 互 着 的 问题 。 该 书 中 ,牛顿 还 把 
流 数 法 用 于 隐 范 数 的 征 分 , 求 函 数 的 极 值 , 求 曲 线 的 切线 .长 度 . 曲 率 和 拐点 ,并 给 出 了 直 
角 坐 标 和 极 坐标 下 的 曲率 半径 公式 , 附 了 一 张 积 分 简 表 。 这 部 著作 完成 于 1671 年 ,但 却 
经 历 了 半 个 多 世纪 直到 1736 年 才 正 式 出 版 。 

(3)《 求 曲 边 形 的 面积 》。 这 是 一 篇 可 积分 曲线 的 经 典 文献 。 这 篇 论文 的 一 个 主要 目 
的 是 澄清 一 些 遭 到 非议 的 基本 概念 。 牛 顿 试 图 排除 由 “无穷小 ”而 造成 的 混乱 局 面 。 为 此 
他 把 流 数 定义 为 “ 增 量 消逝 ”时 获得 的 最 终 比 和 “初生 增 量 ”" 的 最 初 比 ,尽管 这 种 说 法 仍然 
是 含糊 其 辞 而 有 失 严 格 , 但 把 求 极 限 的 思想 方法 作为 微 积 分 的 基础 在 这 里 已 初 露 端 倪 。 
这 篇 论文 写成 于 1676 年 ,发 表 于 1704 年 。 

牛顿 上 述 三 个 论著 是 微 积分 发 展 史上 的 重要 里 程 碑 , 也 为 近代 数学 其 至 近代 科学 的 
产生 与 发 展开 辟 了 新 纪元 。 

牛顿 的 名 著 《 自然 哲学 的 数学 原理 ) 不 仅 首次 以 几何 形式 发 表 了 流 数 术 及 其 应 用 ,更 
重要 的 是 它 完成 了 对 日 心地 动 说 的 力学 解释 ,把 开 普 勒 的 行星 运动 规律 ,伽利略 的 运动 论 
和 惠 更 斯 的 振动 论 等 统一 成 为 力学 的 三 大 定律 。 这 部 巨著 1687 年 一 问世 ,立刻 被 公认 为 
人 类 智慧 的 最 高 结晶 ,哈雷 赞誉 它 是 “无 与 伦比 的 论著 ”。 出 版 后 不 肥 而 走 ,很 快 被 抢购 一 
空 ,有 人 买 不 到 ,就 用 手 抄写 。 这 本 书 在 社会 上 引起 了 强烈 的 反响 。 

由 于 牛顿 对 科学 做 出 了 巨大 的 贡献 ,因而 受到 了 人 们 的 崇敬 。1688 年 他 当选 为 国会 
议员 ,1689 年 被 选 为 法 国 科 学 院 院 士 ,1703 年 当选 为 英国 皇家 学 会 会 长 ,1705 年 被 英国 
女王 封 为 鳃 士 。 牛 顿 的 研究 工作 为 近代 自然 科学 葛 定 四 个 重要 基础 : 他 创建 的 微 积分 ， 
为 近代 数学 奠定 了 基础 ;他 的 光谱 分 析 , 为 近代 光学 奠定 了 基础 ;他 发 现 的 力学 三 大 定律 ， 
为 经 典 力学 葛 定 了 基础 ;他 发 现 的 万 有 引力 定律 ,为 近代 天 文学 竟 定 了 基础 。1701 年 莱 
布 尼 茨 说 :“ 纵 观 有 史 以 来 的 全 部 数学 ,牛顿 做 了 一 半 多 的 工作 。 ”汤姆 生 (Thomson) 说 : 
“牛顿 的 发 现 对 英国 及 人 类 的 贡献 超过 所 有 英国 国王 .” 然 而 ,即使 像 牛顿 这 样 的 伟大 人 
物 ,也 并 非 完美 无 缺 。 例 如 ,由 于 他 的 一 些 学 术 成 就 或 论著 常常 受到 同时 代 一 些 科 学 家 的 
争论 或 择 击 ,使 他 对 争论 简直 厌恶 到 病态 的 程度 , 德 摩根 (De Morgan) 说 :“ 一 种 病态 的 
害怕 别人 反对 的 心理 统治 了 他 一 生 。” 他 的 大 部 分 著作 都 是 在 朋友 们 的 劝告 和 坚决 请 求 下 
才 勉 强 整理 出 来 的 。 晚 年 他 在 神学 势力 的 影响 下 几乎 完全 放弃 了 科学 而 潜心 于 神学 的 研 
究 , 撰 写 了 150 万 字 的 有 关 宗 教 , 神 学 方面 的 文稿 ,其 文字 之 星 涩 、 见 解 之 蕊 廖 、 推 理 之 混 


乱 简直 令 人 不 敢 相 信和 是 出 自 一 位 大 科学 家 之 手 。 

牛顿 临终 时 说 :“ 我 不 知道 世人 怎样 看 我 ,但 是 在 我 看 来 ,我 只 不 过 像 一 个 在 海滨 玩 
要 的 孩子 ,偶尔 很 高 兴 地 拾 到 几 颗 光滑 美丽 的 石子 或 贝壳 ,但 那 浩 瀚 无 涯 的 真理 的 大 海 ， 
却 还 在 我 的 前 面 未 曾 被 我 发 现 。" 他 还 说 :“ 如 果 我 之 所 见 比 笛 卡 儿 等 人 要 远 一 点 , 那 只 是 
因为 我 是 站 在 巨人 肩 上 的 缘故 。” 

牛顿 终生 未 要。 他 死 后 安 莫 在 威 斯 敏 斯 特大 教堂 之 内 ,与 英国 的 英雄 们 安 莫 在 一 起 。 
当时 的 法 国 大 文豪 伏 尔 泰 正在 英国 访问 ,他 看 到 英国 的 大 人 物 们 都 争 抬 牛 顿 的 灵 枢 时 感 
叹 地 评论 说 :“ 英 国有 人 悼念 牛顿 就 像 悼 念 一 位 造福 于 民 的 国王 。 "牛顿 墓碑 上 的 拉丁 请 
墓志 铭 的 最 后 一 句 是 :“ 他 是 人 类 的 真正 骄傲 ,让 我 们 为 之 欢呼 吧 !” 


综合 实 训 4 


1. 填空 题 。 
(1) 过 点 (2,4), 且 其 切线 斜率 为 3z? 的 曲线 方程 为 


(2) 设 f(z) 是 函数 cosz 的 一 个 原 函 数 , 则 ro 一 和 
(3) | dz 一 ez 十 C。 


(= 1 六 的 三 0. 则 | Fadz 一 


(5) 设 PFCcosz) = sin?z, 则 f(x) 一 
Fx 迷 

‘© [Tip 。 
2. 选择 题 。 
(1) 若 FCz),GCz) 都 是 函数 f(x) 的 原 函 数 , 则 必 有 ( 和 

A. F(x)=G(z) B. F(z)=CG(zx) 

C. F(x)=G(z)+C | Fr) = 二 GCC 为 不 为 零 的 常数 ) 
(2) Jaarctan YE 一 二 和 

A. arctan Vz B. arccot Vz 

C. arctan Vz 十 C D. arccot Vz 十 C 


(3) 设 f(z)=ktan 2zx 的 一 个 原 丽 数 为 盖 In cos 27, 则 等 于 ( Ns 
2 > 3 3 
六 B. [Oe D, 


(4) 若 | Fodz = ze 二 C， 则 f(z)=( hs 
A Crier B te— lhe C. ze” tt 
(5) 如 果 CD 一 ce 则 | dr =(  )。 


二 一 上 上 小 本 也 卫 二 个 
更 5 
3. 计算 下 列 不 定 积分 。 
(1) es 十 3=)2dz 
COS 工 _ 
(3) | 


G) | Ca 
VF 


(7) Jeoszsin zxdr 


(9) | 全 
十 val 
(11) [eeowzdz 


到 
G3) | dz 
Vl+e 


4. 不 定 积分 应 用 问题 。 


G —lnzt€ DD ne C 


(10) | 一 一 一 
2 VT 十 下 
C2 和 (1+z’)dz 


(14) | Vzdz 


(1) 设 物体 运动 的 速度 与 时 间 的 平方 成 正比 , 当 t=0 时 ,s 二 0; 当 1=3 时 ,s* 一 18, 求 


物体 所 经 过 的 距离 ; 和 时 间 z 的 关系 。 


(2) 一 电路 中 的 电流 关于 时 间 的 变化 率 为 于 二 44 一 0. 6 ,如 果 1 二 0 时 ,i 二 2A, 求 电 


流 i 关于 时 间 zt 的 函数 。 


(3) 一 电场 中 质子 运动 的 加 速度 为 一 一 20(1 十 20) (单位 : m/s’) ,假设 1=0 时 ， 


一 0. 3m/s, 求 质子 的 运动 速度 。 


第 5 章 


定 积分 及 其 应 用 


在 第 4 章 中 我 们 已 经 讨论 了 积分 学 的 第 一 个 基本 概念 一 一 不 定 积分 ,本 章 将 在 第 
4 章 的 基础 上 ,进一步 讨论 积分 学 的 另 一 个 基本 概念 一 一 定 积分 。 我 们 将 从 实际 问题 出 
发 ,引出 定 积分 的 概念 ,然后 介绍 定 积分 的 性 质 与 计算 方法 ,最 后 讨论 定 积分 在 几何 方面 
的 一 些 简单 应 用 。 


知识 模块 5.1 定 积分 的 概念 和 性 质 


学 习 任务 
【知识 目标 】 
(1) 理解 定 积分 的 概念 和 定 积分 的 几何 意义 。 
(2) 掌握 定 积分 的 性 质 。 
【能 力 目 标 】 
(1) 能 运用 定 积分 的 概念 和 几何 意义 求解 一 些 问题 。 
(2) 能 运用 定 积分 的 性 质 解决 一 些 问题 。 


【学 习 重点 】 
定 积 分 的 概念 ; 定 积分 的 几何 意义 ; 定 积分 的 性 质 。 
【学 习 难 点 】 


5.1.1 两 个 实例 


1. 曲 边 梯形 的 面积 

所 谓 曲 边 梯形 是 指 由 曲线 y 二 了 f(z) 和 三 条 直线 z+ 二 a,x 一 6b 及 x 轴 所 围 成 的 图 形 , 如 
图 5-1 所 示 , 在 xz 轴 上 的 线段 [a,bj] 叫 作曲 边 梯形 的 底 ,曲线 y= 二 f(z) 叫 作曲 边 梯 形 的 
曲 边 。 y 

我 们 知道 ,矩形 的 面积 公式 是 

和 矩形 面积 == 底 X 高 

而 曲 边 梯形 的 顶部 是 一 条 曲线 ,其 高 是 变动 的 , 故 不 能 直接 用 逢 
形 的 面积 公式 来 计算 。 但 是 如 果 我 们 用 一 组 垂直 于 z 轴 的 直线 


局 高 等 应 用 数学 


把 整个 曲 边 梯形 分 成 许多 小 曲 边 梯 形 后 , 那么 对 于 每 个 小 曲 边 梯形 来 说 ,由 于 底 边 很 罕 ， 
f(z) 又 是 连续 的 , 故 高 度 变 化 必 很 小 ,从 而 可 用 相应 的 小 矩形 的 面积 来 近似 地 代替 小 曲 
边 梯 形 的 面积 。 显 然 分 割 得 越 细 ,所 有 小 矩形 面积 之 和 就 越 接近 于 曲 边 梯形 的 面积 , 当 分 
割 无 限 细密 时 ,所 有 小 矩形 面积 之 和 的 极限 值 就 是 曲 边 梯形 面积 的 精确 值 。 

根据 上 面 的 分 析 , 曲 边 梯形 的 面积 可 按 下 述 步 又 计算 。 

(1) 分 割 ”在 区 间 (a,O 内 搬入 7 一 1 个 分 点 。 

WW 
把 区 间 [a,6] 分 成 个 小 区 间 
Losids Ler ]s"s [ri sda" s Lai] 
每 个 小 区 间 [zx;-1 ,zj 的 区 间 长 度 记 为 
Ari = Xi—ZXi, i=1,2,3,°,n 

过 每 个 分 点 作 xz 轴 的 垂 线 , 将 曲 边 梯形 分 割 成 个 小 曲 边 
梯形 ( 见 图 5-2) ,每 个 小 曲 边 梯形 的 面积 记 作 AA; (i 二 1,2， 
3 ,Nn)。 

(2) 求 和 ”在 每 个 小 区 间 [z;-1,x;] 上 任 取 一 点 急 , 以 
Az; 为 底 边 ,以 FS ) 为 高 作 小 矩形 ,其 面积 为 /(&)Ax;, 以 此 作为 相应 小 曲 边 梯形 面积 的 
近似 值 , 即 


AA; ~ f(8)Ari, i=1,2," ,nn 
把 个 小 矩形 的 面积 相 加 便 得 到 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 


站 一 FAA a DI poe dA 
(3) 取 极 限 记 所 有 小 区 间 长 度 的 最 大 值 为 一 maxfAz), 当 一 0 时 ,和 式 


5Oia 的 极限 存在 , 则 定义 此 极限 值 为 曲 边 梯形 的 面积 , 即 


A= lim 2 f (8) az 
2. 变速 直线 运动 的 路 程 
设 一 物体 作 变 速 直线 运动 ,已 知 速度 v= 二 v(?) 是 时 间 [a,b5] 上 的 连续 函数 , 求 在 这 段 
时 间 内 物体 所 走 过 的 路 程 ;。 
我 们 知道 ,对 于 物体 做 匀速 运动 有 
路 程 二 速度 XX 时 间 
现在 物体 做 的 是 变速 运动 ,因此 不 能 直接 用 上 面 的 公式 计算 ,但 是 如 果 把 时 间 [a,5] 
分 成 若干 个 小 时 间 间 隔 ,在 每 个 小 时 间 间 隔 内 ,速度 变化 不 大 ,可 近似 地 看 做 匀速 运动 ,与 
上 例 类 似 ,可 采用 下 面 的 方法 来 计算 路 程 *。 
(1) 分 割 ” 在 时 间 [a,6] 内 插入 n 一 1 个 分 点 。 
a=to < < < tt ==b 
把 时 间 [a,5] 分 成 n 个 小 时 间 间 隔 
[iosai js La 让] ,[Lza ,es Lei ot], ,Lt sin] 
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每 个 小 时 间 间 隔 [t;-1 ,tj 的 长 度 记 为 Ati 二 ti 一 ti-1(i 二 1,2,…,n)。 
物体 在 每 个 小 时 间 间 隔 里 所 走 的 路 程 记 为 As;。 
(2) 求 和 在 每 个 小 时 间 间 隔 Lza-i'zi] 上 任 取 一 点 $ ,在 每 个 小 时 间 间 隔 上 用 任 
一 时 刻 & 的 速度 (5) (zi;-1 三 #6) 来 近似 代替 变化 的 速度 v(z) ,从 而 得 到 Asi 的 近 
似 值 
Asi ~ v(€)At; 
把 nn 个 小 时 间 间 隔 上 的 路 程 的 近似 值 相 加 , 便 得 到 物体 在 时 间 [a,5] 上 路 程 的 近似 值 


S vepw 
(3) 取 极 限 记 所 有 时 间 间 隔 的 最 大 区 间 长 度 为 4 二 max{At)， 当 4 一 0 时 ,和 式 


Du 的 极限 值 就 是 路 程 的 精确 值 , 即 


s= lim > os)An 
PY ja 


在 上 述 两 个 例子 中 ,虽然 所 要 计算 的 量 的 实际 意义 不 同 ,但 是 计算 这 两 个 量 的 思想 方 
法 、 计 算 步 又 却 完 全 一 样 ,并 且 最 终 都 可 归结 为 求 一 个 和 式 的 极限 。 对 于 这 种 和 式 的 极 
限 , 在 数学 上 把 它 抽 象 为 函数 的 定 积分 。 


5.1.2 定 积分 的 概念 


1. 定 积分 的 定义 
设 函 数 y= 二 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 有 定义 , 任 取 分 点 
= TDA = 
将 区 间 [a, 如 分 成 nn 个 小 区 间 [zi-1,zi]， 其 长 度 为 Azx; 二 zi 一 xi-1(i 二 1,2,…,n)。 在 
每 个 小 区 间 [xi-1,z;] 上 , 任 取 一 点 细 (xi-1 二 名 全 zx;) , 作 乘 积 f(&)Axi(i 二 1,2,…,n) 的 
和 式 
Breer 

如 果 不 论 对 区 间 [a， 四 采取 何 种 分 法 以 及 如 何 选 取 , 当 最 大 小 区 间 的 区 间 长 度 4= 

max {Azi} 趋 于 零 时 ,和 式 的 极限 存在 , 则 称 此 极限 为 函数 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 的 定 积分 ， 


b 
记 作 | f(z)dz, 即 


[ear 一 lim 2) f (8) Mz 
a re F=f 


其 中 ,f(z) 称 为 被 积 函 数 ;f(zx)dz 称 为 被 积 表 达 式 ;x 称 为 积分 变量 ;a 与 5 分 别称 为 积 
分 的 下 限 与 上 限 ;La,bj 称 为 积分 区 间 。 


如 果 函 数 f(x) 在 区 间 [La,5] 上 的 定 积 分 [rear 存在 , 则 称 f(z) 在 区 间 [a,5] 上 


可 积 。 
关于 定 积分 的 概念 ,还 应 注意 两 点 。 
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QD 定 积分 | rcz)dz 是 一 个 和 式 的 极限 ,是 一 个 确定 的 数值 。 定 积分 值 只 与 被 积 画 
数 f(z) 和 积分 区 间 [La,5] 有 关 , 而 与 积分 变量 的 记号 无 关 , 即 有 
[car 一 [ra = [roa 


(2) 在 定 积分 的 定义 中 ,总 假定 ec<0, 为 了 以 后 计算 方便 起 见 , 对 于 二 及 a 二 b 的 
情况 ,给 出 以 下 补充 定义 。 


站 a 
当 a>>6b 时， | eds = 一 | fd 


当 a=6b 时 ， [rede 一 0。 
2. 定 积分 的 几何 意义 
我 们 已 经 知道 ,在 [a, 妇 上 , 若 /(z) 之 0 时 , 定 积分 | (zydz 在 几何 上 表示 由 曲线 
3 一 z) ,两 条 直线 zx=ayz=0 及 工 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 , 即 
4= | 7codz 
在 [a,bj] 上 ,车 f(x) 二 0, 这 时 由 曲线 y= 二 f(x) ,两 条 直线 z= 二 a,zx==b 及 zx 轴 所 围 成 的 
曲 边 梯形 位 于 x 轴 的 下 方 , 则 定 积分 [EE 在 几何 上 表示 上 述 曲 边 梯 形 面 积 的 相反 
数 ( 见 图 5-3), 即 
A =—| reodz 
在 [a,b] 上 ,车 f(z) 既 可 取 正 值 又 可 取 负 值 时 , 则 位 于 xz 轴 上 方 的 积分 与 面积 同 号 ， 
位 于 xz 轴 下 方 的 积分 与 面积 异 号 ,因此 定 积分 [roar 是 各 个 部 分 曲 边 梯形 面积 的 代 
数 和 ( 见 图 5-4) , 即 
wa 三 页 二 二 于 志 


5.1.3 定 积 分 的 性 质 


由 定 积 分 的 定义 和 极限 的 运算 法 则 ,可 以 推出 定 积分 有 以 下 性 质 。 为 了 叙述 方便 起 
见 ,假设 所 讨论 的 函数 都 是 可 积 的 。 
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性 质 1 两 个 函数 的 和 (或 差 ) 的 定 积 分 等 于 这 两 个 函数 定 积分 的 和 (或 差 ), 即 
| te) 土 gCz)]dz = | reou 二 | scouz 
性 质 2 被 积 函数 的 常数 因子 可 以 提 到 积分 号 的 外 面 , 即 
Jr car 坡 #| fC)dr, 上 为 常数 
性 质 1、 性 质 2 还 可 以 推广 到 有 限 个 函数 代数 和 (或 差 ) 的 形式 , 即 
an (z) 士 已 户 (z) + tk f(r) dr 


四 四 站 
一 | f(x)dr tk| f(x)dzrt+t*… | 天 rd 
性 质 3 如 果 在 [a,b] 上 ,车 f(x) 二 1, 则 
[fewar =b—a 


性 质 4 ( 定 积 分 的 区 间 可 加 性 ) 如 果 区 间 [a, 们 被 分 点 < 分 成 两 个 区 间 [a,0] 和 [5,c] 
(c 也 可 以 是 外 分 点 ), 则 


| fea 一 | room +| fdr 
性 质 5 ( 定 积分 保 号 性 ) 如 果 函 数 f(z),g(z) 在 [a.b] 上 可 积 , 且 f(z) 三 g(x), 则 有 
[rwadr < acd 
推论 ”如果 f(z) 在 [a.5] 上 可 积 , 且 f(x) 宇 0, 则 有 
| reouz>o 


性 质 6 〈 估 值 定理 ) 设 M 和 m 分 别 是 函数 f(z) 在 区 间 [La,5] 上 的 最 大 值 和 最 小 
值 , 则 


b 
m(b—a) < | /oar < Mb—a) 


性 质 7 ( 定 积分 中 值 定理 ) 如 果 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 , 则 在 [a,5] 上 至 少 
存在 一 点 ,使 


b 
[rar = F060, a<é<6 


它 的 几何 解释 是 :在 La,5] 上 的 曲 边 梯形 的 面积 等 于 同一 底 边 ,而 高 为 1($) 的 矩形 的 
面积 ,如 图 5-5 所 示 。 | 
1 十 z， z=0 JAD 
【 例 5-1】 已 知 ro 2 求 fC)dz, 7) 


1 一 到 多 
解 : 由 于 被 积 函 数 是 分 段 函数 ,所 以 根据 性 质 3 有 用 3 


| rw = fa +adz+| (1 加 去) 
利用 定 积分 的 几何 意义 ,可 分 别 求 出 


中 高 等 应 用 数学 


所 以 有 


【 例 5-2】 估计 定 积分 | -edz 的 值 。 


于 


解 : 因为 2 


质 6 得 


在 区 间 [ 一 1,1] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 为 1 和 二 ,所 以 由 性 


1 
1 
<| 一 一 一 dz 过 
本 时 Zr<2 


应 用 模块 5. 1 


应 用 1 【汽车 行驶 了 一 辆 汽车 以 速度 w(i) 一 3 十 5Cm/s) 做 直线 运动 ,试用 定 积分 表 
示 汽 车 在 4 二 1s 到 ,二 3s 期 间 所 经 过 的 路 程 ;, 并 利用 定 积分 的 几何 意义 求 出 ; 的 值 。 

解 : 根据 题 意 ,被 积 函 数 为 v(t) 二 3t 十 5, 时 间 间 隔 [1,3j 的 两 端点 即 为 积分 下 、 上 限 ， 
积分 变量 为 时 间 :。 由 定 积分 的 定义 ,汽车 运行 的 路 程 是 时 间 t 在 时 间 间 隔 [1,3J] 上 的 定 


3 
积分 , 即 s = [aou 一 | 3t 十 5dt。 
1 


又 因为 被 积 函数 v(1) 二 3t 十 5 的 图 像 是 一 条 直线 ,由 定 积分 的 几何 意义 知 ,所 求 路 程 
s 是 上 底 为 v(1)= 二 3X1l1 十 5 二 8, 下 底 为 v(3)= 二 3X3 十 5 二 14, 高 为 1 的 梯形 面积 。 即 ; = 
J r+ sa = 到 (8 十 14) 光 们 一 中 二 部 ; 

应 用 2 【路 程 多 少 ] 一 辆 汽车 和 一 辆 电动 自行 车 
从 同一 地 点 同时 出 发 ,假设 汽车 的 运动 速度 为 w (7) 一 


VC 一 57 ,自行 车 的 运动 速度 为 ww(1) 一 去 1, 求 两 


物体 运动 2h 时 汽车 比 自行 车 多 走 的 路 程 。 
解 : 如 图 5-6 所 示 , 设 汽车 与 自行 车 运动 的 始点 
为 原点 , 则 汽车 运动 的 速度 曲线 为 以 (2,0) 为 圆心 , 半 图 5-6 


径 为 2 的 上 半 个 圆 ,自行 车 运动 的 速度 曲线 为 经 过 原点 且 斜 率 为 二 的 直线 。 由 定 积分 的 
几何 意义 可 知 , 汽 车 2 小 时 的 运动 路 程 为 速度 mw (2) 在 时 间 间 隔 [0,2] 上 的 定 积分 , 即 

a =| VG = lx2 z[ 加 面积 的 二 】 
自行 车 2h 的 运动 路 程 为 


三 


ss 一 | 二 dt = 1( 直 角 三 角形 的 面积 ) 
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因此 运动 2h ,汽车 比 自行 车 多 走 的 路 程 为 
i 直 VI— CG — 2 dr | ear x—12x2.14 


应 用 3 【自由 落体 ] 已 知 自 由 落体 的 运动 速度 为 v= 二 gt, 求 物体 在 运动 开始 5s 内 下 
落 的 距离 。 
解 : 由 变速 运动 路 程 的 定 积分 算法 , 即 


| 1 5 
车 Stdt (3 ) 3 2 


应 用 4 【飞机 着 陆 ] 测 得 一 架 飞机 着 陆 时 的 水 平 速度 为 500km/h, 假 定 这 架 飞 机 着 
陆 后 的 加 速度 4 二 一 20m/s*。 问 从 开始 着 陆 到 飞机 完全 停止 ,飞机 滑行 了 多 少 距离 ? 


解 : 由 题 意 w(0) 二 500km/h 一 em/s。 因 为 飞机 制 动 后 是 匀 减 速 直线 运动 ,因此 


1250 _ 
9 


g*5 g*0’ 


v(t) = v(0)+at = 20t 


飞机 完全 停止 时 w(t) 一 0, 得 1 一 区。 因此 在 这 段 时 间 内 飞机 滑行 距离 为 


125 125 
s 上 v(D dt (2 吾 20 Jdr 
0 0 | 


_ 1250 
9 和 


102? 


125 
» “125 
， 一 -2 A 482. 3(m) 


即 该 飞机 滑行 约 482. 3m 后 完全 停止 。 


实践 模块 5. 1 
A 组 (基础 训练 
1. 填空 题 。 
(1) 由 直线 y=1,x=a,x=b 及 x 轴 围 成 图 形 的 面积 等 于 ,用 定 积分 表示 
为 


(2) 一 物体 以 速度 v 一 2 十 1 做 直线 运动 ,该 物体 在 时 间 区 间 [0,3] 内 所 经 过 的 路 程 
s 用 定 积分 表示 为 


(3) 定 积分 | _cos 21di 中 , 积分 上 限 是 ,积分 下 限 是 ,积分 区 间 
是 站 
(4) | ear = o 


2. 利用 定 积分 的 几何 意义 ,计算 下 列 定 积分 。 
| art Daz 2 V4— zidz 


ol 
知 
闫 


B 组 (能 力 提高 训练 ) 
1. 比较 下 列 定 积分 的 大 小 。 


2 rz e e 
(1) | 2 d 工 与 | zdz (2) | ln zdz 与 | ln2zdz 
1 1 1 1 
喷 x 2r 
(3) 下 cos xdzx 与 | sin xdx (4) | er cos2zdz 与 | er coszzdz 
0 0 0 0 
2. 估计 下 列 定 积分 的 值 。 
e 2 
GD | nzdz (2) | 


3. 利用 定 积 分 的 几何 意义 ,计算 下 列 定 积分 。 
wh [12—z|ds 
Uy 一 1] 委 xz 委 0 


Vl—zx:, 0<zx<]l 
4. 用 定 积分 表示 如 图 5-7 所 示 各 图 中 阴影 部 分 的 面积 。 


weve 其 申 yon=| 


G3) (4) 


知识 模块 5.2” 定 积分 的 计算 


学 习 任 务 
【知识 目标 】 
(1) 掌握 微 积 分 基本 公式 。 
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(2) 掌握 定 积分 的 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 。 

【能 力 目标 】 

(1) 能 掌握 牛顿 - 菜 布 尼 茨 公式。 

(2) 能 运用 定 积分 的 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 进行 定 积分 的 计算 。 

【学 习 重 点 】 

微 积 分 基本 公式 ; 定 积分 的 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 。 

【学 习 难点 】 

换 元 积分 法 。 

按照 定 积分 的 定义 计算 定 积分 的 值 是 十 分 麻烦 的 ,有 时 甚至 无 法 计算 。 为 了 寻求 计 


算 定 积分 的 简单 方法 ,我 们 先 回顾 做 变速 直线 运动 物体 的 路 程 问题 。 


如 果 物 体 以 速度 v==w(z) 做 直线 运动 ,那么 在 时 间 [a.5] 上 所 经 过 的 路 程 为 
s= [ca 
如 果 物 体 经 过 的 路 程 ; 是 时 间 z 的 函数 (CD ,那么 物体 从 +=a 到 +==b 所 经 过 的 路 程 


为 s==s(6) 一 s(a)。 


从 而 有 
[ET = s(b) — s(a) 
根据 导数 的 物理 意义 ,可 知 Y (1) 二 v(t), 即 s(#) 是 v(7) 的 一 个 原 函 数 ,所 以 求 定 积 分 


| ep 等 于 先 求 被 积 函 数 o(D) 的 一 个 原 函 数 s(n) ,然后 代入 上 限 与 下 限 求 差 什 即 可 。 


如 果 忽 略 此 问题 的 物理 意义 , 便 可 得 到 计算 定 积分 [car 的 一 般 方 法 。 


5.2.1 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 


定理 5-1 〈 微 积分 基本 定理 ) 设 函数 f(z) 在 区 间 [a,b] 上 连续 , 且 F(x) 是 f(x) 在 [a,5] 


上 的 一 个 原 函 数 , 则 


b b 
[fear = F(x)| = F(b)— F(a) 


上 式 称 为 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 ,也 叫 作 微 积 分 基本 公式 。 


这 个 公式 建立 了 定 积分 与 不 定 积分 之 间 的 联系 ,把 定 积分 的 计算 转化 为 求 不 定 积分 


的 计算 , 即 先 找 出 被 积 函 数 的 一 个 原 函 数 ,然后 青 将 上 、 下 限 分 别 带 入 求 差 值 即 可 ,从 而 使 
定 积分 的 计算 得 以 简化 。 


【 例 5-3】 求 ez. 


Fy 
解 : | ar 一 3 


i 
qs 
例 求 | sd 
DS 2 ei 


到 高 等 应 用 数学 


和 


1 
1 本 
解 : a Ft = arctanz| 


开 过 开 
arctan 1 一 arctan (一 1) 天 ( 4 ) 


【 例 5-5] 求 玉 cos zdz。 
二 x V2 


sin sin 1 
2 


各 
解 : ,COS Zdz = sin 工 


xn 


【 例 5-6】 求 I Tdz. 


解 : |， larz=Iln|z|| =In1—In2=—In2 
We 3 
注意 :利用 牛顿 - 莱 布 尼 汞 公式 计算 定 积分 时 ,要 求 被 积 函 数 在 积分 区 间 上 连续 , 否 


则 会 产生 错误 。 
例如 ; 计算 | 吉 dz = 一 二 | 一 一 2, 显然 是 错误 的 ,因为 被 积 函数 /Cz) 一 二 在 区 

间 [一 1,1] 上 不 连续 ,不 满足 牛顿- 菜 布 尼 获 公式 条 件 ,所 以 不 能 直接 应 用 . 

5.2.2 定 积分 的 换 元 积分 法 


有 了 不 定 积分 的 换 元 积分 法 和 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 作 基 础 ,下 面 我 们 进一步 来 讨论 
定 积分 的 换 元 积分 法 。 


【 例 5-7】 求 上 Va —zxidr (a > 0)。 
0 


-1 


解 : 由 牛顿 - 莱 布 尼 蒋 公式 可 知 , 先 求 不 定 积分 | Va 一 x dz 的 原 函 数 。 


今 z==asint, 则 
dz = acos tdt 
于 是 有 


| 一 md -| a —a’sin’tacos tdt 


a costtd «| Li Be- Dey 


hs 
= (:+ ysin2 +C 


多 
分 arcsin 寺 十 己 庆 本 一 二 于 人 @ 


然后 代入 上 、 下 限 ,可 得 


| J 2 
4 


显然 这 样 求 定 积分 的 值 比较 麻烦 ,现在 我 们 在 计算 定 积分 的 过 程 中 直接 运用 换 元 法 。 
仍 令 z 一 asin ti,dz 一 acos tdt, 此 时 积分 的 上 、 下 限 也 要 做 变换 。 由 于 当 x==0 时 ,t= 二 


0; 当 z=a 时 ,1 一 也 。 
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因此 对 z 而 言 , 积 分 区 间 是 [0,aj, 代 换 后 对 z 而 言 ,积分 区 间 却 是 [0,3] :所 以 有 
上 Va — zi dz = | arcosrat a | 十 cos 21)dt 


a 和 3 f/x 
Se+isin2)| (3 0] 


_xa’ 


4 
比较 这 两 种 方法 ,可 见 后 一 种 要 比 前 一 种 简单 些 , 因 此 给 出 下 面 的 定理 。 


定理 5-2 设 函 数 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 连续 , 且 函 数 z= 二 g(t) 在 [a,B] 上 有 连续 导数 ， 


当 a<tB 时 ,有 a 二 gq(2)<6, 又 g(a) 二 a,g(B) 二 5, 则 
[rea = [rte ar 
上 述 公 式 称 为 定 积分 的 换 元 积分 公式 。 


4 
【 例 5-8] 求 上 所 


解 : 设 Vz=t, 则 


z=t, dz = 2tdt 
当 z=0 时 ,t=0; 当 zz ee 2a 于 是 有 


i 所 z 一 - 下 Td 
= 外 (1 地 
=2[ 一 mG+o]|. 
一 4 一 2ln3 
[ 例 59] 求 | se 


解 : 设 /1 十 zx 一刀 则 
一 芯 一 1， dz 一 2tdt 
当 z=0 时 ,t=1; 当 z=3 时 ,t=2。 于 是 有 


3 了 3 
| 二 一 dz 下 万 一 12zdz 外 + 
区 和 i 这 3 1 3 


应 用 换 元 积分 公式 计算 定 积分 时 , 须 注 意 : 用 xz 二 g(?) 把 原来 的 积分 变量 xz 代 换 成 新 变量 
t 时 ,积分 限 也 要 换 成 相应 于 新 变量 t 的 积分 限 , 即 “ 换 元 必 换 限 ”。 


【 例 5-10】 求 | sin4zcos xrdx。 
解 : 设 sin z==t, 则 


coszdr = dsinzt= dt 


| 高 等 应 用 数学 


当 z=0 时 ,一 0; 当 时, js 于 是 有 有 


I sin*zcos zdz = | 二 一 到 了 
例 5-10 如 果 用 竣 微 分 法 和 牛顿- 莱 布 尼 芯 公式 求 定 积 分 可 以 更 方便 些 , 既 不 引入 新 


的 积分 变量 ,积分 的 上 、 下 限 也 不 需要 作 相 应 的 变换 ,也 就 是 说 “不 换 元 也 不 换 限 ”。 即 


| sintzeos zdr = | sintzdsin = i 2 
0 本 9 5 
【 例 5-10】 求 | Lzqz, 
1 
解 :| 于 tar = GTmzdd+mnz = 二 Tinz)* | = 全 
1 EE 1 2 i 多 


定 积分 | f(z)dz 在 对 称 区 间 [ 一 a.4] 上 还 有 如 下 性 质 。 
(1) 若 f(z) 在 [一 a,a]j 上 连续 , 且 为 偶 函数 , 则 
lg Faddin = 直 jz)dz 
(2) 若 f(z) 在 [一 a,a] 上 连续 , 且 为 奇 函 数 , 则 
[fewer = 人 0 
利用 上 述 性 质 ,可 以 简化 奇 , 偶 函数 在 对 称 区 间 上 的 积分 计算 。 
【 例 5-12】 求 | 一 二 


-1 十 coszx 


ie x x TA ， 
解 : 因为 f(z) 一 [下 so8z 在 对 称 区 间 [ 一 个, 十 ] 上 是 奇 函 数 ,所 以 


| 二 = 
5.2.3 定 积分 的 分 部 积分 法 


由 不 定 积分 的 分 部 积分 公式 及 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 ,可 得 到 下 面 的 定理 。 
定理 5-3 设 函 数 u(z),v(z) 在 区 间 [a,b] 上 具有 连续 导数 ,那么 


| 一 uv — [vdu 
上 述 公式 称 为 定 积分 的 分 部 积分 公式 。 
【 例 5-13】 求 [zeos dz 


解 : | TcOS zdzr | Zdsin 工 一 Zsin 工 | sin Zzdz 一 0 十 cos 工 。 一 一 2 
0 0 o 


0 


【 例 5-14】 求 | zear. 


1 


) 
| edr=e—e 
o 


1 1 i 
解 : | xe'dz | xde”™ ez 
o 0 0 


0 
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【 例 5-15】 求 站 洒 十 ai 


= 1 
解 :| a | | 
0 9 1 工 十 天 
e 一 1 
(e—1) [ 人 [ju 
一 村 一 站 = ， 
= 
应 用 模块 5.2 


应 用 1 【石油 产量 ] 中 原油 田 一 口 新 井 的 原油 产 出 率 RC(Z) (z 的 单位 为 年 ) 为 
R(1) 一 1 一 0.02tsin(2rt) 
始 三 年 内 生产 的 石油 总 量 。 


解 : 设 开始 三 年 内 生产 的 石油 总 量 为 W. 则 时 一 RD。 由 产 出 率 求 石油 总 量 得 
W= a — 0. 02tsin(2xt) dt 
二 | 二 十 %01 | td[ cos(2xt)] 


=:| + 0 [eeos(2xo | 一 | csczrod] 


] 


3 0.01 EB sin(2xt) 


工 2r 


一 3 十 时 时 ~ 3.0095 
应 用 2 【 捕 鱼 成 本 在 鱼 塘 中 捕 鱼 时 , 鱼 越 少 捕 鱼 越 困 难 ,捕捞 的 成 本 也 就 越 高 ,一 
般 可 以 假设 每 公斤 鱼 的 捕捞 成 本 与 当时 池塘 中 的 鱼 量 成 反比 。 假 设 当 鱼 塘 中 有 x 公斤 鱼 ， 


每 公斤 的 捕捞 成 本 是 也 元。 已 知 鱼 塘 中 现 有 人 鱼 10000 公斤 , 问 从 鱼 塘 中 捕捞 6000 公斤 


鱼 所 花费 的 成 本 是 多 少 ? 
解 : 根据 题 意 , 当 塘 中 鱼 量 为 x 时 ,捕捞 成 本 函数 为 


2000 
10+z” 


假设 塘 中 现 有 人 鱼 量 为 A, 需 要 捕捞 的 鱼 量 为 了。 当 我 们 已 经 捕捞 了 xz 公斤 鱼 之 后 , 塘 所 剩 
的 鱼 量 为 A 一 +, 此 时 再 捕捞 Az 公斤 鱼 所 需 的 成 本 为 


AC = :C0 — xz) A a 


10+ (A—z) 
因此 ,捕捞 工 公斤 鱼 所 需 成 本 为 


C(Cz) = | 


= 2000 
5 04F tA—z) 


108 | 


高 等 应 用 数学 


一 一 2000ln[10 十 (A 一 z)] 
10 十 A 
10 十 (A 一 T) 
将 已 知 数据 A 王 10000kg,T 王 6000kg 代入 ,可 计算 出 总 捕捞 成 本 为 


10010 
C = 2000In 4010 ~ 1829. 59( 元 ) 


从 而 可 以 计算 出 每 公斤 鱼 的 平均 捕捞 成 本 
1829. 59 
6000 


一 2000ln (元 ) 


如 和 0.30( 元 ) 


应 用 3 【机 器 转 售 时 机 新 河 机 械 厂 更 新 设备 ,转让 机 器 。 由 于 折旧 因素 ,机 器 转 售 


价格 RD) 是 时 间 !( 周 ) 的 减 卫 数 RCD) 一 3 外 e 志 (元 )。 其 中 ,A 是 机 器 的 最 初 价格 。 在 任 


何 时 间 上 ,机 器 开动 就 能 产生 P 一 全。 忆 的 利润。 问 机 器 使 用 了 多 长 时 间 后 转 售 出 去 能 使 
总 利润 最 大 ? 最 大 利润 是 多 少 ? 机 器 卖 了 多 少 钱 ? 
解 : 假设 机 器 使 用 了 xz 周 后 出 售 ,此 时 的 售 价 是 R(x) 一 闪 e 译 ,在 这 段 时 间 内 机 器 


创造 的 利润 是 | 入 c 吉 dr. 于 是 ,问题 就 成 了 求 总 收入 f(x) = 28c 寺 十 | 全 csdrcz 
(0,==)) 的 最 大 值 。 
由 CD 一 难于。 ( 1 ) Fe 


求 得 e 亲 一 3 贡 一 32,r 一 96ln32 


当 zE(0,96ln32) 时 , 广 (z) 二 0; 当 E(96ln32, 十 co) 时 , 广 (z)<0, 又 96ln32 是 
Frz) 的 唯一 极 值 点 ,所 以 它 是 最 大 值 点 ,zs333 周 , 此 时 总 收入 
给 


ln32 
f(333) = ee 十 A es x 12.01A( 元 ) 
总 利润 ee 
和 _ 二 
MT A a lo 


应 用 4 【人 口 统计 模型 了 东洋 市 1990 年 的 人 
口 密度 近似 为 P(r) 一 42。 表示 距 市 中 心 rkm 
F 十 20 


区 域内 的 人 口 数 ,单位 为 10 万 人 /km?*。 试 求 距 市 
中 心 2km 区 域内 的 人 口 数 。 

解 : 假设 我 们 从 城市 中 心 画 一 条 放射 线 , 把 这 
条 线 上 从 0 到 2 之 间 均 分 成 于 个 小 区 间 ,每 个 小 区 
间 的 长 度 为 Ar, 每 个 小 区 间 确 定 了 一 个 环 ,如 图 5-8 
所 示 。 


第 5 章 ” 定 积分 及 其 应 用 


估算 每 个 环 中 的 人 口 数 并 把 它们 相 加 ,就 得 到 了 总 人 口 数 ,第 7 个 环 的 面积 为 : 
nr 一 xr 一 nr 一 关 ( 坟 ,一 Ar)2 
= x 一 区 (了 一 2 六 Ar 十 (Ar)2) 
= 2xrjAr— x(Ar)’ 
当 n 很 大 时 ,Ar 很 小 ,xAr? 相对 于 2xr;Ar 来 说 很 小 ,可 忽略 不 计 , 所 以 此 环 的 面积 近似 
为 2xr;Ar。 在 第 j 个 环 内 ,人 口 密度 可 看 成 常数 P(r;), 所 以 此 环 内 的 人 口 数 近似 为 
Plr;)2xr;Ar 
距 市 中 心 2km 区 域内 的 人 口 数 近似 为 
Fp 。2rmAr 


FE) 


即 人 口 数 
2 
N=| Plr)2xrdr 
0 


rz 
4 
= | zx 20rd 


= 4z| 2r_dr = 4rlnG2 十 20)| 
or2 十 20 0 


= tli 纪 一 2.291(10 万 人 ) 
距 市 中 心 2km 区 域内 的 人 口 数 大 约 为 229100 。 


实践 模块 5. 2 
A 组 (基础 训练 ) 
1. 求 下 列 定 积分 。 
3 dr 二 1 
| Co 二 dz 
(3) ed (CD | cos 到 dz 
2. 利用 换 元 积分 法 计算 下 列 定 积 分 。 
s 一] dr 
CID dr C2 一 -一 
| 工 人 zr VI 十 nr 


3. 利用 分 部 积分 法 计算 定 积分 。 
(1) 站 ed Cy an zdr 


B 组 (能 力 提高 训练 ) 
1. 求 下 列 定 积分 。 


人 至 dz 
CD | anzdz ol — 
" 二 VI 一 三 
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人 十 演 a 
| (= 十 去 二 jaz wh i 3 dz 
2. 利用 换 元 积分 法 计算 下 列 定 积分 。 
In2 1 

GD | VE 一 idz | -1 i 
0 +e 
二 EE 

(3) | 一 CD | ze qz 

3. 利用 分 部 积分 法 计算 定 积分 。 
站 

(1) | Zarctan xdzx (2) | arcsin xdzx 
0 0 

(3) [esin zd wh | lnz | dz 


知识 模块 5.3 定 积 分 的 应 用 


学 习 任务 
【知识 目标 】 
理解 定 积分 的 微 元 法 。 
【能 力 目 标 】 


(1) 能 用 定 积分 表达 一 些 几 何 量 , 会 用 定 积分 表达 一 些 物理 量 。 
(2) 能 用 定 积分 的 微 元 法 讨论 平面 图 形 的 面积 和 绕 坐 标 轴 旋 转 的 体积 问题 。 


【学 习 重 点 】 
定 积 分 的 微 元 法 ;平面 图 形 的 面积 和 绕 坐 标 轴 旋 转 的 体积 问题 。 
【学 习 难 点 】 


用 定 积分 表达 一 些 几 何 量 和 物理 量 。 


定 积分 不 仅 限 用 于 分 析 和 解决 曲 边 梯形 的 面积 和 变速 直线 运动 的 路 程 的 问题 ,在 几何 、 
物理 等 领域 的 诸多 方面 也 有 着 广泛 的 应 用 。 在 定 积分 的 应 用 中 ,经 常 采用 的 方法 是 微 元 法 。 
本 节 将 利用 微 元 法 来 解决 平面 图 形 的 面积 和 旋转 体 的 体积 以 及 在 物理 方面 的 应 用 问题 。 


5.3.1 微 元 法 


为 了 说 明 这 种 方法 ,我 们 先 回顾 曲 边 梯 形 面积 的 求法 。 
设 函 数 y= 二 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ,上 且 f(x) 宇 0, 则 以 曲线 y= 二 f(x) 为 曲 边 ,[a,5] 
为 底 的 曲 边 梯形 的 面积 A 可 表示 为 
A= [war 


计算 的 具体 步骤 是 ， 
(1) 任 取 分 点 
= X20 RAL NT = 
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把 曲 边 梯形 的 底 分 成 个 小 区 间 , 每 个 小 区 间 [z;-1 ,zij] 的 长 度 为 Axi(i 二 1,2,…,n), 过 
每 个 分 点 分 别 作 xz 轴 的 垂 线 ,把 整个 曲 边 梯形 分 成 个 小 曲 边 梯形 ,其 中 第 i 个 小 曲 边 梯 
形 的 面积 为 AA; ,于 是 有 


A= Da 
(2) 在 第 i 个 小 曲 边 梯形 的 底 [xz; ,zj 上 任 取 一 点 名 (zi-1 二 二 zi) ,以 (8) 代替 


变动 的 高 f(z) ,用 相应 小 矩形 的 面积 近似 代替 小 曲 边 梯形 面积 , 即 


AA; ~ f(€.)Ari, i= 1,2,",n 


把 个 小 矩形 面积 相 加 即 得 曲 边 梯形 面积 A 的 近似 值 , 即 


A= Bah. ~ Pra 
(3) 记 4 二 max{Azi), 当 4™>0 时 这 个 和 式 极限 就 是 曲 边 梯形 面积 A， 即 


A= tm D/A = [rear 


以 上 三 个 步骤 中 ,第 二 步 确定 A f(D)Az 是 关键 。 
为 方便 起 见 , 省 略 下 标 i, 用 [xz,z 十 dz] 表示 任 一 小 区 间 , 并 取 这 个 小 区 间 的 左 端 点 


工 为 $8, 这 样 ,以 点 xz 处 的 函数 值 f(z) 为 高 .dz 为 底 的 矩形 面积 ， 
f(z)dz 就 是 区 间 [Lz,z 十 dz] 上 的 小 曲 边 梯形 面积 的 近似 值 ( 如 fy) 
图 5-9 所 示 阴 影 部 分 ) , 即 


AA 过 f(r)dr d4 
其 中 ,f(z)dz 称 为 面积 微 元 , 记 为 dA. 即 0 a xxtdrb 
dA = f(z)dr 5-9 
于 是 
A Df rdr 
则 


A= lim Pfr)dr 一 [ar 
一 般 地 ,如 果 某 一 实际 问题 中 的 所 求 量 V 符合 下 列 条 件 。 
(1) V 是 与 一 个 变量 x 的 变化 区 间 [a,5] 有 关 的 量 。 
(2) V 对 于 区 间 [a,6j 具 有 可 加 性 。 
(3) 部 分 量 AV; 的 近似 值 可 表示 为 1(&)Ax;。 


那么 就 可 考虑 用 定 积分 来 表达 V 量 。 


具体 做 法 如 下 。 
(1) 根据 题 意 选取 积分 变量 (假设 zx 为 积分 变量 ) ,确定 积分 区 间 [a,65j]。 
(2) 在 区 间 [a,5] 上 任 取 一 个 小 区 间 [z,zx 十 dx], 找 出 所 求 量 的 部 分 量 在 其 上 的 近似 


值 dV=f(z)dz。 


(3) 以 dV 二 f(z)dz 为 被 积 表达 式 , 在 区 间 [La,5] 上 作 积 分 ,得 
V= [rar 


高 等 应 用 数学 


这 种 方法 称 为 微 元 法 。 在 使 用 微 元 法 解决 实际 问题 时 ,关键 在 于 寻找 正确 的 微 元 变量 。 
下 面 我 们 就 用 微 元 法 来 讨论 定 积分 的 一 些 具体 应 用 。 


5.3.2 平面 图 形 的 面积 
求 由 两 条 抛物 线 y= 二 x 及 y= 二 zx? 所 围 成 的 图 形 的 面积 。 


【 例 5-16] 

解 : (1) 作 草 图 ( 见 图 5-10) 确 定 积分 变量 为 z。 

解 方程 组 i 
2 一 工 


得 交点 为 (0,0) 及 (1,1), 从 而 可 知 积分 区 间 为 [0,1]。 
(2) 在 区 间 [0,1] 上 任 取 一 个 小 区 间 [z,z 十 dz], 得 面积 微 元 为 dA 二 (Vz 一 zx?)dz。 
(3) 在 区 间 [0,1] 上 取 定 积分 , 便 得 所 求 面积 为 


Pa 
A | (CVz 一 好 )dz (和 地 
0 3 3 


5.3.3 旋转 体 的 体积 
旋转 体 指 的 是 由 一 个 平面 图 形 绕 着 平面 内 一 条 直线 旋转 一 周 而 成 的 立体 ,这 条 直线 


叫 作 旋 转轴 。 常 见 的 旋转 体 有 圆柱 、 圆 锥 、 圆 台球 体 等 。 
图 5-11 所 示 旋 转 体 都 可 以 看 作 是 由 连续 曲线 y= 二 f(z)、 直 线 z=a、zx=b 及 x 轴 所 


围 成 的 曲 边 梯形 绕 xz 轴 旋 转 一 周 而 成 的 立体 。 


图 5-10 


下 面 用 定 积分 的 微 元 法 求 旋转 体 的 体积 。 


(1) 选取 横 坐 标 z 为 积分 变量 , 它 的 变化 区 间 为 [a,5]。 
(2) 相应 于 [ae, 妇 上 的 任 一 小 区 间 Lz,z 十 dz] 的 窗 曲 边 梯形 绕 xz 轴 旋 转 而 成 的 薄片 


的 体积 近似 于 以 f(z) 为 底 半 径 、dz 为 高 的 扁 圆 柱 体 的 体积 , 即 体 积 微 元 为 
dV = x[f(x)Jdz 
(3) 以 x[f(z)j*dz 为 被 积 表达 式 ,在 [a,5] 上 作 定 积分 , 便 得 所 求 旋转 体 的 体积 为 
V = | ro 了 dz 
类 似 地 可 以 得 到 ,由 连续 曲线 zx 一 p(y) 直线 y=c、y 二 d(c<d) 及 y 轴 所 围 成 的 曲 边 
梯形 绕 y 轴 旋 转 一 周 而 成 立体 的 体积 为 
V =| xg) Tdy 
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【 例 5-17】 证 明 底 面 半径 为 ,高 为 太 的 圆 色 体 的 体积 为 了 一 二 zh 。 


证 明 : 圆锥 体 可 以 看 成 由 直线 = 让 及 z 轴 围 成 的 三 角形 绕 zx 轴 旋 转 一 周 


所 成 的 旋转 体 , 如 图 5-12 所 示 。 
(1) 取 积 分 变量 为 x, 则 积分 区 间 为 [0,h]。 


(2) 在 [0, 站 上任 取 一 个 小 区 间 [z,z 十 dz] ,与 它 对 应 的 洲 片 体积 近似 于 以 六 zx 为 半 
径 ,dz 为 高 的 薄片 圆柱 体 的 体积 , 即 体积 微 元 为 
y= (Ke) 
(3) 于 是 圆锥 体 的 体积 为 
好 2 Ph 2 2 rs h 1 
v= | 二 | 
【 例 5-18】 求 由 xz 十 y 二 2 和 y 二 zx? 所 围 成 的 图 形 (如 图 5-13 所 示 阴 影 部 分 ) 绕 
z 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 的 体积 。 


外 4 


mrih 


"A 
< | x HP=2 y= 


5-12 图 5-13 

解 : (1) 取 积 分 变量 为 x。 

解 方程 组 { 
得 交点 坐标 为 (一 1,1) 和 (1,1) ,从 而 积分 区 间 为 [一 1,1]。 

(2) 在 [一 1,1] 上 任 取 一 小 区 间 [z,z 十 dxj, 与 它 相 应 的 薄片 体积 近似 于 x(2 一 zx?)dzx 一 
rztdz， 所 以 体积 微 元 为 

dy = x*[(2— x)— zjdr 
(3) 所 求 旋转 体 的 体积 为 


V «| 2 太一 zt)Jdz 2x( 2= 村 专 ]|. x 

【 例 S-19】 求 由 y==z? 与 y= 二 zx 所 围 成 的 图 形 绕 y 轴 旋 转 
所 成 的 旋转 体 的 体积 ,如 图 5-14 所 示 。 

解 : (1) 由 于 绕 > 轴 旋 转 , 取 积分 变量 为 y。 


解 方程 组 区 


六 一 痉 


加 
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得 交点 坐标 为 (0,0) 和 (1,1) , 则 积分 区 间 为 [0,1]。 
(2) 在 [0.1] 上 任 取 一 小 区 间 [y,y 十 dy] ,与 它 相应 的 薄片 体积 近似 于 xydy 一 xy' dy， 
从 而 得 体积 微 元 为 
dV=rx(y—y)dy 
(3) 所 求 旋转 体 得 体积 为 


1 2 5 
4 到 到 
V zo ydy 一 zx 人 本 


应 用 模块 5.3 


应 用 1 【公园 的 大 小 ] 充 分 利用 土地 进一步 美化 城市 , 某 城市 的 街 边 公 园 形状 由 抛 
物 线 y= 二 2zx 与 直线 y= 二 zx 一 4 所 围 成 , 求 此 公园 的 面积 。 
解法 1: (1) 作 草 图 ( 见 图 5-15) 若 确定 积分 变量 为 x。 
解 方 程 组 ie 
他 一 药 一 于 
得 交点 为 (2, 一 2) 和 (8,4), 则 积分 区 间 为 [0,8]。 
(2) 当 工 在 [0,2] 上 变化 时 ,面积 微 元 为 
dA1 = [V2z— (— V27x)Jdzr 
当 工 在 [2,8] 上 变化 时 ,面积 微 元 为 
dA, = [V2z— (zx—4)Jdzr 
(3) 所 求 面 积 为 


A =| aa， +| aa 


=-| [5v 匹 -一 Vz)]Jdz+ | [YE (x— de 


3 
[2 V2Xdx + | ZX 二 +4)dr 


一 将 厨 5 3 


2 2 8 
.2 
+ (2 +4)|， 


一 18 
解法 2: (1) 若 选取 y 为 积分 变量 ( 见 图 5-16) , 它 的 积分 区 间 为 [一 2,4] 。 
(2) 面积 微 元 为 a4= [G+ 等 ]dy 


(3) 所 求 面积 为 A 一, [> 二 0 一 号 ]dy 一 (等 + 入 一 等] 


由 上 面 的 两 种 解法 可 以 看 出 ,解法 2 要 比 解法 1 简单 得 多 ,因此 在 用 微 元 法 解 定 积分 
时 ,适当 地 选取 积分 变量 是 关键 。 


18。 
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应 用 2 【儿童 座 椅 了 制作 儿童 座 椅 时 , 需 准 备 一 些 塑 料 材料 。 其 大 体形 状 是 由 一 个 
底 半 径 为 R 的 圆柱 ,被 一 个 与 圆柱 底面 交 成 角 且 过 底 圆 上 直径 的 平面 所 截 而 得 到 , 求 
该 塑料 材料 的 体积 。 


5-16 5-17 


解法 1: 如 图 5-17 所 示 , 塑 料 材料 的 形状 可 视 为 攀 体 。 将 圆柱 的 底面 置 于 zOy 平 
面 , 则 底面 的 方程 为 x 十 y* 二 R* ,过 点 工 且 垂直 于 xz 轴 作 平面 与 枢 体 相交 , 截 得 一 个 直角 
三 角形 ,其 两 条 直角 边 的 长 度 分 别 为 y 与 ytana, 即 其 面积 为 


A(zx)= 1 sta 
2 
一 过 VRi— zx » VR — zitana 


一 本 (CR2: 一 zz)tana 
于 是 , 攀 体 V 的 体积 微 元 为 
dV 一 [去 CR 一 ztane]dz 
对 该 微 元 在 区 间 [ 一 R,R] 上 积分 , 即 得 
v= [dR 2 tane]de = ana| (R* — #2)d 
ss 国 让 ana]dz = tana| ( 一 到 ls 


tana [R’z 5 ] - Rstana 
解法 2: 如 图 5-17 所 示 , 过 点 y 且 垂 于 y 轴 作 平面 与 棉 体 相交 , 截 得 一 矩形 , 且 其 底 
为 2z ,高 为 ytana, 故 矩形 面积 为 
A(z) = 2z。ytana = 2y VRz — ytana 


于 是 , 横 体 V 的 体积 微 元 为 dV 二 (2y MVR? 一 ytana)dy。 
由 于 y 作为 积分 变量 , 故 积分 区 间 为 [0,RJ, 得 


R 
V= | (2y vR — ytana)dy 
o 
R 
= 一 tana| MRI—ydR—e 
o 


一 二 tana[ CR 一 站， 
一 Ratana 
由 此 例 的 两 种 解法 可 知 , 用 不 同 的 平面 去 截 同 一 已 知 立体 ,虽然 产生 的 积分 变量 及 体 


积 微 元 表达 式 有 所 不 同 , 但 所 求 得 的 体积 是 一 致 的 。 


应 用 3 【高 尔 夫 球 座 ] 一 个 木 制 高 尔 夫 球 座 ( 见 图 5-18) 大 体 上 具有 以 f(x) 和 g(x) 
的 图 像 为 边界 的 区 域 绕 OX 轴 旋 转 一 周 形成 的 立体 ,这 里 


0， 用 二 二 二 
g(CZ) = 六 (单位 : cm) 
Z 一 了 ， x5 
二 zx， 0<zr< 评 
1 并 
a EE 六 
本 = 
in Ee 7 9 
t+( 下 下 二 区 近 训 
玛 ， F<z<5 


问 这 个 高 尔 夫 球 座 的 体积 是 多 少 ? 
解 :V = [xf Cd 一 | rg: Cr)dz 


[1 1 ay t (3 ] e+) 上 [+ [= 了 ] 
二 +dz] |, UE 3] az jCem’) 
应 用 4 【血液 的 流量 ] 将 人 体 血管 看 成 一 个 贺 柱 形 管子 , 它 的 团 截 面 半径 为 R, 管 中 
的 血 流 平行 于 血管 的 中 心 轴 , 距 中 心 轴 处 血液 的 流速 为 
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Pi— Pp — ,2) (1) 


47L 
其 中 ,7 为 血液 的 符 滞 系数 ;P, 和 P: 为 血管 左右 两 端的 血压 CP; 之 Ps )。 试 求 单位 时 间 血 
管 中 的 血 流量 。 
解 : 将 血管 的 圆 截面 分 成 多 个 圆 环 , 圆 环 的 厚度 为 dr, 如 图 5-19 所 示 。 则 小 环 面积 
近似 为 2rrdr, 单 位 时 间 内 通过 该 圆 环 的 流量 为 
dQ = uvCr)2rrdr 


v(7) 一 


图 5-19 


于 是 单位 时 间 内 通过 半径 为 尺 圆 截面 的 流量 为 
Q= | pamrdr 
由 (1) 式 得 
Q= 2x Pee — rrdr 
TE 2 a 下 
271 se oad 
= 让 Pi pretom /sy 
此 时 的 血 流 量 Q, 实 际 上 也 可 视 为 曲线 v(x) 绕 血管 中 心 轴 旋 转 构 成 旋转 体 的 体积 ， 
该 旋转 体 的 体积 等 于 单位 时 间 通 过 半径 为 R 的 血管 的 血 流量 。 
vr) 一 有 (R2: —7) 


R 


0 


P. 


其 中 ,k 后 ,从 而 记 =R* 一 也 (vE [OAR:])。 
于 是 ,旋转 体 的 体积 为 


RE AR2 
V | mridv | (RF 2 ju rp 
0 0 k 2 


uP; — Po) 
87! 


应 用 5 【机 器 猫 ] 儿 童 玩具 机 器 猫 的 横断 面 截 线 方程 是 y 一 地 x? 一 方 Inz, 求 苓 线 在 
[1 ,四 ] 之 间 的 长 度 。 
解 : 由 于 > 一 芽 习 一 二 Inz, 且 1 二 x 三 e。 有 


Ri(cm’/s)=Q 


故 弧 长 微 元 为 


dS = VI 二 ydz I+ 二 [= 1) iar 5 (#1 tjaz 
从 而 所 求 弧 长 为 


所 做 的 功 。 
解 : 由 物理 学 中 的 胡 克 定理 可 知 ,在 弹性 限度 内 拉 伸 弹簧 所 需要 
的 力 与 弹簧 的 伸 长 量 z 成 正比 , 即 
F= kr 
其 中 ,为 比例 系数 ,如 图 5-20 所 示 。 
根据 题 意 , 当 z==0.02m 时 ,F=9. 8N, 所 以 k==4.9X10, 即 
F=4.9X10zx 
设 弹簧 沿 着 z 轴 方 向 拉 伸 , 则 z 的 变化 范围 为 [0,0. 1], 在 [0,0. 1] Fk Ox 
上 任 取 一 微 区 间 [z,z 十 dz], 与 该 微 区 间 对 应 的 下 可 近似 地 看 成 常 图 5-20 
力 , 因 此 在 此 微 区 间 上 力 下 所 做 功 W 的 微 元 为 
dW 一 4.9X102zdz 
于 是 弹簧 拉 长 0. 1m 所 做 的 功 为 
W= 人 4 9 x 10:zdz = 4.9 X 10’ 区] | 一 2.45(J) 


应 用 7 【活塞 气体 做 功 ] 在 底面 积 为 S 的 圆柱 形容 器 中 盛 有 一 定量 的 气体 ,在 等 温 
条 件 下 ,由 于 气体 的 膨胀 ,把 容器 中 的 活塞 沿 圆柱 体 中 心 轴 由 点 a 处 推移 到 点 5 处 ,计算 
在 移动 过 程 中 气体 压力 所 做 的 功 。 

解 : 如 图 5-21 所 示 , 活 塞 的 位 置 可 用 坐标 工 来 表示 ,由 物理 学 可 知 , 定 量 气 体 在 等 温 状 
态 下 ,压强 p 与 体积 V 成 反比 , 即 pV 二 k(k 为 常数 ) ,而 容器 内 气体 体积 为 V 一 zxS, 所 以 


_&k 
ZS 
六 和 Pi Fd 所 / 所 
1 1 1 
1 及 4 
1 和‘ 让 证 1 站 
有 1 有 Fh 1 \ 1 
\ 7 A 7 1 
下 LA We. 
DO a x xtdx b x 
图 5-21 


于 是 ,作用 在 活塞 上 的 力 


三 症 二 角 o 记 = 玫 
二 ZS S 2 


即 下 是 随 着 x 变化 的 力 ,z 的 变化 范围 为 La,5j, 任 取 在 La,5] 上 的 微 区 间 [z,zx 十 dzj, 当 
活塞 由 工 移 动 到 z 十 dx,F 所 做 的 功 近似 于 和 dz , 即 所 求 的 功 W 的 微 元 为 
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b k b b 
于 是 W | 这 dz 一 ALlnz] kln 


应 用 8 【薄板 的 压力 ] 一 长 轴 为 2m、 短 轴 为 Im 的 
顶 圆 形 薄 板 , 短 轴 与 水 面相 齐 地 将 一 半 垂 直 置 于 水 中 


( 见 图 5-22), 求 此 薄板 一 侧 所 受 的 水 压力 。 到 一 
解 : 建立 坐标 系 如 图 5-22 所 示 ,椭圆 方程 为 
2 y WNNNNN NNNNNY 
器 
即 y 一 去 1= Ts 
图 5-22 


取 工 积分 变量 ,xE[L0,1], 在 [0,1] 上 任 取 微 区 间 
[z,zx 十 dr], 微 区 间 上 的 压力 为 
dF 一 pgz .2y» dr = 9.8X10x VI 一 好 dz 
于 是 ,所 求 压 力 为 
F= | 9sxloz VI 一 好 dz 
二 9.8x10] (去 ]VI= Pad 一 2) 


2 


1 六 
一 9.8x ox[(- 主 ] 和 (1 — zx’)? | 
9.8X1 本 [5 z | 


~ 3.27 XxX 10°(N) 


实践 模块 5.3 


A 组 (基础 训练 ) 


1. 求 由 下 列 曲线 所 围 成 平面 图 形 的 面积 。 
(1) y=zx’ ,y=x 


(2) ?= 十 ,y 一 2zvz 一 4 


(3) y:=2—z,y=Zz 
(4) y=x’* ,y=zx,y=27x 


(5) y=ln zy 一 ln 2,y 一 In7,z 一 0 

2. 求 下列 曲 线 所 围 成 的 图 形 绕 指定 轴 旋 转 所 得 的 旋转 体 的 体积 。 
(1) y 一 2 ,网 一 工 绕 z 轴 旋转 

(2) y 一 性 ,y 一 2z ,yy 一 1 绕 y 轴 旋转 

(3) 2z 一 y 十 4 一 0,z 一 0,y 一 0 绕 工 轴 旋 转 
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(4) y 一 她 一 4,y= 一 0 绕 工 轴 旋 转 
B 组 (能 力 提 高 训练 ) 


1.【 窗 户 的 面积 】 一 窗户 外 形 为 由 抛物 线 y= 二 3 一 3z? 与 x 轴 所 围 成 的 图 形 , 求 它 的 
面积 。 
2.【〖 游 泳池 的 表面 面积 一 个 工程 师 正 用 CAD(computer-assisted design, 计 算 机 辅 


助 设计 ) 设 计 一 游泳 池 , 游 泳池 的 表面 是 由 曲线 y 一 39 王 、y 一 0. 5z* 一 4z 和 z 一 8 肝 


成 的 图 形 , 求 此 游泳 池 的 表面 面积 。 


1. 主要 内 容 

定 积分 的 概念 与 性 质 ; 定 积分 的 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 ;牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 ; 定 
积分 的 应 用 。 

2. 方法 要 点 

理解 和 掌握 定 积分 概念 的 关键 是 掌握 定 积分 的 基本 思想 方法 , 即 “分 割 , 取 近似 、 求 
和 、 取 极限 ”四 个 步骤 。 微 元 法 是 这 一 思想 方法 在 应 用 中 的 归纳 和 化 简 , 是 解决 非常 广泛 
的 一 类 量 的 计算 问题 的 常用 方法 ,许多 实际 问题 都 可 归结 为 定 积分 的 计算 问题 。 因 此 , 定 
积分 的 计算 是 本 章 的 重要 组 成 部 分 之 一 。 

牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 把 不 定 积分 和 定 积 分 有 机 地 结合 在 一 起 ,使 定 积分 的 计算 转化 
为 求 被 积 函 数 的 原 函数 在 积分 区 间 的 增 量 , 从 而 大 大 简化 了 定 积分 的 计算 。 

(1) 定 积分 是 特定 结构 的 和 式 的 极限 , 即 


car = jar Deas 
a hm0 i=1 
其 中 ,e; 介 于 zz; 与 zi; 十 Ax; 之 间 ;4 二 max{Ax;,1 三 i 三 n}。 因 此 , 定 积分 的 值 是 一 个 常数 ， 
它 依赖 于 被 积 函 数 f(z) 和 积分 区 间 [a,5j, 而 与 积分 变量 无 关 , 即 
[ca = [wa = [WE 
(2) 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 
设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,6] 上 连续 , 且 F(x) 是 f(z) 在 [a,5] 上 的 一 个 原 函 数 , 则 
[ca ty | = WC — peay 
(3) 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 
定 积分 的 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 和 不 定 积 分 法 解 题 思路 相同 ,但 有 两 点 值得 注意 ， 
即 换 元 同时 必 换 积分 限 , 在 求 出 原 函 数 后 须 代 回 原 积分 变量 。 另 外 .奇偶 函数 在 关于 原点 
对 称 区 间 上 的 积分 的 结果 很 重要 ,应 该 牢固 掌握 。 


(4) 定 积分 的 应 用 
应 用 微 元 法 解决 问题 的 一 般 步骤 是 : 
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@ 建立 坐标 系 。 

@ 取 典 型 区 间 [z,z 十 dz]。 

@ 在 典型 区 间 上 求 出 所 求 量 的 微 元 表达 式 。 
@ 写 出 所 求 量 的 定 积分 表达 式 ,并 进行 计算 。 


阅读 材料 5 ”多才多艺 的 莱 布 尼 茨 


戈 特 弗 里 德 。 威 廉 。 凡 . 莱 布 尼 茨 (Gottfried Wilhelm von Leibniz,1646 年 7 月 
1 日 至 1716 年 11 月 14 日) 德国 最 重要 的 自然 科学 家 、 数 学 家 ,物理 学 家 、 历 史学 家 和 哲学 
家 ,一 位 举世 罕见 的 科学 天 才 , 和 和 牛顿 同 为 微 积 分 的 创建 人 。 他 的 研究 成 果 还 遍及 力学 、 
罗 辑 学 .化 学 .地 理学 .解剖 学 ,动物 学 植物 学 .气体 学 .航海 学 ` 地 质 学 .语言 学 法学. 哲 
学 ,历史 、 外 交 等 ,“ 世 界 上 没有 两 片 完全 相同 的 树叶 ”就 是 出 自 他 之 口 。 他 还 是 最 早 研 究 
中 国文 化 和 中 国 哲学 的 德国 人 ,对 丰富 人 类 的 科学 知识 宝库 做 出 了 不 可 磨灭 的 贡献 。 

1. 生平 事迹 

莱 布 尼 茨 出 生 于 德意志 联邦 共和 国 东部 莱比锡 的 一 个 书香 之 家 ,父亲 是 莱比锡 大 学 
的 道德 哲学 教授 ,母亲 出 生 在 一 个 知识 分 子 家 庭 。 莱 布 尼 茨 的 父亲 在 他 年 仅 6 岁 时 便 去 
世 了 ,给 他 留 下 了 丰富 的 藏书 。 莱 布 尼 茨 因此 得 以 广泛 接触 古 希 腊 罗马 文化 ,阅读 了 许多 
著名 学 者 的 著作 ,由 此 而 获得 了 坚实 的 文化 功底 和 明确 的 学 术 目 标 。15 岁 时 ,他 进 了 莱 
比 锡 大 学 学 习 法 律 ,一 进 校 便 跟 上 了 大 学 二 年 级 标准 的 人 文学 科 的 课程 ,还 广泛 阅读 了 培 
根 、 开 普 勒 .伽利略 等 人 的 著作 ,并 对 他 们 的 著述 进行 深入 的 思考 和 评价 。 在 听 了 教授 讲 
授 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 的 课程 后 , 莱 布 尼 世 对 数学 产生 了 浓厚 的 兴趣 。17 岁 时 他 在 耶 
拿 大 学 学 习 了 短 时 期 的 数学 ,并 获得 了 哲学 硕士 学 位 。 

20 岁 时 , 莱 布 尼 茨 转 入 阿尔 特 道 夫 大 学 。 这 一 年 ,他 发 表 了 第 一 篇 数学 论文 4 论 组 合 
的 艺术 》。 这 是 一 篇 关于 数理 逻辑 的 文章 ,其 基本 思想 是 出 于 想 把 理论 的 真理 性 论证 归结 
于 一 种 计算 的 结果 。 这 篇 论文 虽 不 够 成 熟 , 但 却 闪耀 着 创新 的 智慧 和 数学 才华 。 

莱 布 尼 茨 在 阿尔 特 道夫 大 学 获得 博士 学 位 后 便 投身 外 交界 。 从 1671 年 开始 ,他 利用 
外 交 活 动 开 拓 了 与 外 界 的 广泛 联系 , 尤 以 通信 作为 他 获取 外 界 信息 .与 人 进行 思想 交流 的 
主要 方式 。 在 出 访 巴 黎 时 , 莱 布 尼 世 深 受 帕斯卡 事迹 的 鼓舞 ,决心 销 研 高 等 数学 ,并 研究 
了 向 卡 儿 、 费 尔 马 、 帕 斯 卡 等 人 的 著作 。1673 年 , 莱 布 尼 茨 被 推荐 为 英国 皇家 学 会 会 员 。 
此 时 ,他 的 兴趣 已 明显 地 朝向 了 数学 和 自然 科学 ,开始 了 对 无 穷 小 算法 的 研究 ,独立 地 创 
立 了 微 积分 的 基本 概念 与 算法 ,和 牛顿 共同 莫 定 了 微 积 分 学 。1676 年 ,他 到 汉诺威 公 档 
府 担任 法 律 顾问 兼 图 书馆 馆 长 。1700 年 被 选 为 巴黎 科学 院 院 士 ,促成 建立 了 柏林 科学 院 
并 任 首 任 院 长 。 

1716 年 11 月 14 日 , 莱 布 尼 茨 在 汉诺威 逝世 ,终年 70 岁 。 

2. 始 创 微 积分 

17 世纪 下 半 叶 ,欧洲 科学 技术 迅猛 发 展 ,由 于 生产 力 的 提高 和 社会 各 方面 的 迫切 需 
要 ,经 各 国 科学 家 的 努力 与 历史 的 积累 ,建立 在 函数 与 极限 概念 基础 上 的 微 积分 理论 应 运 
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而 生 了 。 微 积分 思想 ,最 早 可 以 追溯 到 希腊 由 阿 基 米 德 等 人 提出 的 计算 面积 和 体积 的 方 
法 。1665 年 牛顿 创始 了 微 积分 , 莱 布 尼 茨 在 1673 一 1676 年 也 发 表 了 微 积 分 思想 的 论著 。 
以 前 ,微分 和 积分 作为 两 种 数学 运算 、 两 类 数学 问题 ,是 分 别 加 以 研究 的 。 卡 瓦 列 里 、 巴 
罗 、 沃 利 斯 等 人 得 到 了 一 系列 求 面积 (积分 )、 求 切线 斜率 (导数 ) 的 重要 结果 ,但 这 些 结果 
都 是 孤立 的 ,不 连贯 的 。 只 有 莱 布 尼 茨 和 牛顿 将 积分 和 微分 真正 沟通 起 来 ,明确 地 找到 了 
两 者 内 在 的 直接 联系 : 微分 和 积分 是 互 逆 的 两 种 运算 ,这 是 微 积 分 建立 的 关键 所 在 。 关 
于 微 积 分 的 优先 权 , 世 界 公认 的 是 牛顿 和 莱 布 尼 芯 各 自 独立 发 现 了 微 积 分 基本 原理 ,所 以 
二 者 在 微 积分 上 的 贡献 是 齐名 的 。 

3. 高 等 数学 上 的 众多 成 就 

此 外 ,在 数学 方面 , 莱 布 尼 茨 曾 讨论 过 负数 和 复数 的 性 质 , 得 出 复数 的 对 数 并 不 存在 、 
共 生 复 数 的 和 是 实数 的 结论 。 在 后 来 的 研究 中 , 莱 布 尼 茨 证 明了 自己 的 结论 是 正确 的 。 
他 还 对 线性 方程 组 进行 研究 ,对 消 元 法 从 理论 上 进行 了 探讨 ,并 首先 引入 了 行列 式 的 概 
念 , 提 出 行列 式 的 某 些 理论 。 他 还 创立 了 符号 逻辑 学 的 基本 概念 ,发 明了 能 够 进行 加 , 减 、 
乘除 及 开 方 运算 的 计算 机 和 二 进 制 ,为 计算 机 的 现代 发 展 葛 定 了 坚实 的 基础 。 

4. 丰硕 的 物理 成 果 

莱 布 尼 茨 的 物理 学 成 就 也 是 非凡 的 。 他 发 表 了 《物理 学 新 假说 》 提 出 了 具体 运动 原 
理 和 抽象 运动 原理 ,认为 运动 着 的 物体 ,不论 多 么 渺小 , 它 将 带 着 处 于 完全 静止 状态 的 物 
体 的 部 分 一 起 运动 。 他 还 对 笛 卡 儿 提 出 的 动量 守 便 原理 进行 了 认真 的 探讨 ,提出 了 能 量 
守恒 原理 的 骏 形 ,并 在 (教师 学 报 》 上 发 表 了 ”关于 笛 卡 儿 和 其 他 人 在 自然 定律 方面 的 显著 
错误 的 简短 证 明 ”, 提 出 了 运动 的 量 的 问题 ,证 明了 动量 不 能 作为 运动 的 度量 单位 ,并 引入 
动能 概念 ,第 一 次 认为 动能 守恒 是 一 个 普通 的 物理 原理 。 他 又 充分 地 证 明了 “ 永 动机 是 不 
可 能 ”的 观点 。 他 也 反对 牛顿 的 绝对 时 空 观 , 认 为 “没有 物质 也 就 没有 空间 ,空间 本 身 不 是 
绝对 的 实在 性 ”,“ 空 间 和 物质 的 区 别 就 像 时 间 和 运动 的 区 别 一 样 ,可 是 这 些 东西 虽 有 区 
别 , 却 是 不 可 分 离 的 ”。 在 光学 方面 , 莱 布 尼 蒋 也 有 所 建树 ,他 利用 微 积 分 中 的 求 极 值 方 
法 ,推导 出 了 折射 定律 ,并 尝试 用 求 极 值 的 方法 解释 光学 基本 定律 。 可 以 说 莱 布 尼 茨 的 物 
理学 研究 一 直 是 朝 着 为 物理 学 建立 一 个 类 似 欧 氏 几何 的 公理 系统 的 目标 前 进 的 。 

5. 中 西 文化 交流 之 倡导 者 

莱 布 尼 茨 对 中 国 的 科学 ,文化 和 哲学 思想 十 分 关注 ,他 是 最 早 研究 中 国文 化 和 中 国 哲 
学 的 德国 人 。 他 向 耶稣 会 来 华 传教 士 格 里 马尔 迪 了 解 到 了 许多 有 关中 国 的 情况 ,包括 养 
咎 纺织 、 造 纸 印 染 、 冶 金 矿产 、 天 文 地 理 、 数 学 文字 等 ,并 将 这 些 资料 编辑 成 册 出 版 。 他 认 
为 中 西 相互 之 间 应 建立 一 种 交流 认识 的 新 型 关系 。 在 (中 国 近 况 ) 一 书 的 绪论 中 , 莱 布 尼 
茨 写 道 :“ 全 人 类 最 伟大 的 文化 和 最 发 达 的 文明 仿佛 今天 汇集 在 我 们 大 陆 的 两 端 , 即 汇集 
在 欧洲 和 位 于 地 球 另 一 端的 东方 的 欧洲 一 一 中 国 。 “中国 这 一 文明 古国 与 欧洲 相 比 ,面积 
相当 ,但 人 口 数 量 则 已 超过 ”。“ 在 日 常生 活 以 及 经 验 地 应 付 自 然 的 技能 方面 .我 们 是 不 分 
伯仲 的 。 我 们 双方 各 自 都 具备 通过 相互 交流 使 对 方 受益 的 技能 。 在 思考 的 绩 密 和 理性 的 
思辨 方面 ,显然 我 们 要 上 略 胜 一 筹 ”, 但 “在 时 间 哲 学 , 即 在 生活 与 人 类 实际 方面 的 伦理 以 及 
治国 学 说 方面 ,我 们 实在 是 相形 见 纳 了 ”。 在 这 里 , 莱 布 尼 芯 不 仅 显 示 出 了 不 带 “ 欧 洲 中 心 
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论 " 色 彩 的 虚心 好 学 精神 ,而 且 为 中 西 文化 双向 交流 描绘 了 宏伟 的 蓝图 ,极力 推动 这 种 交 
流向 纵深 发 展 ,使 东西 方 人 民 相 互 学 习 , 取 长 补 短 ,共同 繁荣 进步 。 

莱 布 尼 芯 为 促进 中 西 文化 交流 做 出 了 毕生 的 努力 ,产生 了 广泛 而 深远 的 影响 。 他 的 
虚心 好 学 、 对 中 国文 化 平等 相 待 ,不 含 “欧洲 中 心 论 " 偏 见 的 精神 尤为 难能可贵 ,值得 后 世 
永远 敬仰 效仿 。 


综合 训练 5 
1. 填空 题 。 
(1) 若 FCz) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 , 则 Ede = 4 
(WD 若 a<b<e, 则 [rea 一 [cart a 
(3) 车 | aa -9 则 = 。 
az = 
人 _ rs 二 3 村 四 
(5) 设 /Co 人 一 则 | readz 
V3 
(6) | msinrzdr= 。 
一 了 
2. 选择 题 。 
C1 定 积分 | f(x)dz 是 ( hs 
A. f(z) 的 一 个 原 函数 B. 任意 常数 
C. f(z) 的 全 体 原 函数 D. 确定 常数 
(2) 定 积分 | 7(z)dz 的 值 取 决 于 ( 
A. 积分 区 间 [a,6j 与 积分 变量 x B. 被 积 函 数 f(z) 与 积分 区 间 [a,6] 
C. 被 积 函数 f(x) D. 积分 上 限 4 与 积分 下 限 a 
(3) 已 知 | f(z)dz 一 3,] fd = 5, 则 | fc) dr 三 六 $s 
A. 8 B. 一 8 LO D. —2 
(4) 下 列 积分 中 可 以 使 用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 的 是 ( 和 
本 1 六 3 1 © 1 
J ze dz B. 人 Td C. [ p= Idz D. 上 zai 
(5) 若 | ef (eydz Godu, 则 结果 正确 的 是 ( Ye 
A. a=0,b6=1 B. a=0,6=e C. a=1,6=10 D. a=1,b6=e 


3. 计算 下 列 定 积分 。 


EC e 
| et | Tithey, 
3 元 一 芭 1 还 
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(3) i 


和 
G) | > V1 十 dx 
0 


『 
《7) 生 


夫人 


(9) 人 cos zdz 
0 


+eo 
(11) | Ze dz 
0 


| 


十 z3 


1 
dz wh V1—zidzr 


工 十 arctan zz 
‘| 了 


dz (8) 全 cos’ zsin 2zdzx 
0 
(10) [am xdr 
1 


Ga2) 站 二 | 
-~ 4 二 zx 


4. 求 由 曲线 y=z? 及 > 一 Vz 所 围 成 图 形 的 面积 。 
5. 求 由 曲线 > 一 ex 和 该 曲线 过 原点 的 切线 及 y 轴 所 围 成 的 图 形 的 面积 。 
6. 求 由 光一 


工 和 zz 一 2 绕 工 轴 旋 转 所 形成 的 旋转 体 的 体积 。 


附录 
参考 答案 


实践 模块 1.1 
A 组 (基础 训练 ) 
3 _- 
,CI [wi (2) (一 co,1)U(1,2)U(2, 十 co) 
2. (1) y 王 好 ,一 1 一 工 (2) y=e*,u=z+1 
(3) y 一 好 ,xx 一 cos vv 一 3z 十 1 (4) y=1n zu 一 Wu 一 工 十 1 
(5) y= Vuwyx 一 Z 十 5 (6) yy 一 tantd,ux 一 Vu,u 一 2 一 1 
B 组 (能 力 提高 训练 ) 
:s f(5)=2,f(—2)=4 
1 A= 
2) L—152] 


Kay C—O—17D UL 
(4) 〈1, 十 co) 


. (1) y=arcsin ku 一 Wo,u 一 cos 工 


(2) y 一 好 ,一 tan wu 一 em ,7 一 3 并 


实践 模块 1.2 
A 组 (基础 训练 ) 
. (DA (2) 到 (3) 1,0 (4) 一 3 
2 (2) 0 (3) 0 (4) 2 (5) 0 (6) 1 
. 不 存在 
B 组 (能 力 提高 训练 ) 
. 极限 存在 且 为 2 


. (1) 无 穷 大 (2) 无 穷 小 〈3) 无 穷 大 〈4) 无 穷 大 〈5) 无穷 小 (6) 无 穷 小 
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实践 模块 1.3 
A 组 (基础 训练 ) 
2 1 
DI -3 V4 WF 3 (0 (75 
(8) 字 (9) es (et 
B 组 (能 力 提 高 训练 ) 
1. (1) 同 阶 无 穷 小 。” (2) 高 阶 无穷 小 (3) 同 阶 无 穷 小 (4) 等 价 无 穷 小 
1 5 光 
2 这 订 桔 (2) 了 Ka 
VE 1 攻 昌 _ 
BD WW We We Wo (Ws (7) 一 6 
(8) e 
实践 模块 1.4 
A 组 (基础 训练 ) 
I. KIY Froy 
(2) zi 1,z2=4;(—o0,—DU(—1,4)U (4,+o0) 
(3) 4 
2 XB 6 
B 组 (能 力 提高 训练 


1. (1) 连续 (2) 间断 (3) 间断 (4) 间断 (5) 连续 


2. a=—1 


3. 一 5. ( 略 ) 
综合 实 训 1 
4 El FA 3 a 
L XI (2) 2 (3) 同 阶 (WDE (z=0 (6)0 
2. 1) B [57 面 (4) A (5) B 
4 3 I 1 
& 01) (总 Aj —E Sh (2 
KY (8) 9 (9) es’ (10) er-: 


附录 参考 答案 


a 


Fn ot 


不 连续 
( 略 ) 
5348. 48 元 ;5349. 11 元 
( 略 ) 
实践 模块 2.1 
A 组 (基础 训练 ) 
出 1 
: (2) 一 一 砍 (4) 一 与 
rx pa rx: 
let A St (7) 10r*ln 10 ey 二 1 
2 3 zln2 
GD 一 并 (2) 一 2 Wil (De 
2 3 
2V3 1 
CB (8) 3 
切线 方程 ey 一 + 二 0; 法 线 方程 y 十 ex 一 e 一 1 二 0 
B 组 (能 力 提 高 训练 ) 
3 一 
了 hb) (2 全 ) 和 ( 3 巡 计 帮 
(1) D (2) B Ca) & (4) B 
一 (2 2 Ci (3) Ff zo) (4) f° (0) 
.3wW3z 十 6y 一 3 一 V3r 一 0,12 V3z 一 18y 十 9 一 4V3r 一 0 
连续 不 可 导 
实践 模块 2.2 
A 组 (基础 训练 ) 
i 1 中、3. | 1 一 2zarctan zx 
. (1) 6z? 一 6r (2) 于 一 一 全 (Wnztl (Dy 
2 2 
(1) 一 3sin 3z (2) 2zer (3) 2 (4) 2smzcos zln 2 
本 2 FP 
a Ds WT ns 
(9) (10) 一 6sinz(1 一 2z)cos (1 一 2z) 
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3. 


4. 


B; 


(2)0 


Zr 
了 


(1) 一 sin 工 一 COS 工 (2) 4e*™ (3) (2 十 z)er (4) 十 2arctan 工 


B 组 (能 力 提 高 训练 ) 


(1) 2e’cosz (2) = 
1 一 sin 工 
一 (Ey CE (3) cos’ zx(cos’ x— 3sin’ zx) 
1 Te 
人 "在 第 一 、 四 象限 
0 本 
2z |cos zl 一 1， xz 在 第 二 ,三 象限 
(6) 2cos 2z 十 2zcos zz 
CD) — ty (2) 1 一 2cosCzy) 
2Z 十 53 Tcos(CZY) 


y 一 (sinz)z(ln sinztzcot x) 


P| Tg LL 1 1 ) 
YT 2N (3)r—d) (zl xz-2 xz-3 > 一 4 


实践 模块 2.3 
A 组 (基础 训练 
(GD 2z (2) Sz (3) sint (4) Inz 
Kl ae nd (C2) (1—z es —oe Yds 
(3) (hi) (4) In xdzx 
ES 2 
(5) i (6) 2esnzrcos2xdr 
B 组 (能 力 提高 训练 ) 
(1) (at2bzr)e™tt dz (2) (acos azcos Or 一 psin azsin bzr)dr 
dz 
一 一 天 一， 村 二 co 
2 二 VA 
(3) i dz (4) = 
Lala i 
La 
10.03 
0. 04xR? 
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综合 实 训 2 
1 Wi (2) D ED 二 (4) C 《BB (6) B Cy (8) D 
有 CI (2) -十 (3) 4,2 (4) 24 《5) (z—2)e™* (6) f QoY rdr 
1 -3 3 二 xz(45z’ 十 16) 
Sl — (i 
2 2 VE 
pd 
《3 人 (4) —e0t 
(zcosa 一 Sina) 
(5) 2* (zsin zln 2 十 cos zln 2+ zcos x) (6) sec 工 
六 2(1—x*) 策 -_ 还 
GT Mo 
六 _ 27 六 FF LF 
(3) y 2arctan z+ Tir (4) y fe) 
[| 
RR 
6. 30m’ 
实践 模块 3. 1 
A 组 (基础 训练 ) 
(1) 1 (2) 2 (3) cosa (A 一 2 
B 组 (能 力 提高 训练 ) 
1D 1 X27 多 (3)0 (4) 1 1 
(6) 0 (7) 0 (8) 0 £9 1 CI 1 
实践 模块 3.2 
A 组 (基础 训练 ) 
ls CX —1a0)t0y 0 一 Go 十 cc) 
2. (1) (一 ce, 十 ceo) 递增 (2) (一 ce, 一 2) U(1, 十 ce) 递 增 ,( 一 2,1) 递 减 
(3) (一 ce ,十 ce) 递 减 (4) (一 ce ,一 2)U(2, 十 ce) 递 增 ,( 一 2,0) U(0,2) 递 减 
B 组 (能 力 提高 训练 ) 
1. (1) (0,e) 递 增 ,(e, 十 吕 ) 递 减 (2) (一 ce, 十 ce) 递 增 
2. (1) (一 co,1)U(2, 十 ce) 为 凹 区 间 ,(1,2) 为 凸 区 间 ,(1, 一 3) 和 (2. 6) 为 拐点 


和， 
本 J 1) 大 一 -6 ,太一 1 水 一 一 -6 


站 < 一 一 全 ,4 一 一 


区， 因 一 


(2) (0, 十 cc) 为 止 区 间 ,无 拐点 
(3) (一 = 一 2 为 凸 区间,( 一 2, 十 ==) 为 四 区 则 ,| 一 2, 2 ] 为 损 点 
(4) (一 1,1) 为 凹 区 间 ,( 一 ce ,一 1D) U(1, 十 ce) 为 凸 区 间 ,(1,ln2)、 (一 1,ln2) 为 拐点 


一 2 一 3 


实践 模块 3.3 


A 组 (基础 训练 


。(1) f(D)un= 一 1 


(2) f(— Dun =—19,7(Dux =13;, (2 =8 
Kay ONg = 

(4) f(0)ax =0, f(Det 一 一 

4 


1 
B 组 (能 力 提高 训练 ) 


1 
6 


. 底 边 10m, 高 5m 


40 ， 
4+x™ 


. 距离 炼油 厂 (10 一 V5)km 处 


综合 实 训 3 


本 be (2) C (3) A (WB (57 © 
. (1) (—o0,+00) (2) p=1 (3) 本 (4) ez ,0 

i _3 _1 
.GD Ba (2) -二 (3) 一 计 (9D1 


. (0,1) Ud, 十 吕 ) 为 单调 增加 区 间 ,( 一 oo,0) 为 单调 减少 区 间 ,f(0)mn 二 0 
- 2f(§) = 


. 正面 长 为 10m, 侧 面 宽 为 15m 
.2Z 一 100m,5880 元 
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和 


(3) 本 Caretan 世 交 和 症 妈 


»。 (1)2 (2) 闷 
1 1 
(5) 可 (6) 二 
得 各 
> 2 Vz 十 二 
sr [3 
LO We 


ln 2 一 ln 3 


(5) 序 Cz+sin z) 十 C 


实践 模块 4.1 
A 组 (基础 训练 ) 
上 二 x*+C (C2) ox (3) f(z)+C (4) arctan xdzx 
(53 line 
。y 一 23 十 1 
= 2t5 
B 组 (能 力 提高 训练 
.Kl Tee (2) 4zs 十 C (3) sin2x (4) lnz 
。y 一 23 一 3z 十 2 
实践 模块 4.2 
A 组 (基础 训练 ) 
1 1 ee 下 
(1) 可 42) 丈 (3) 一 1 (4) 3 
时 
CD Sritc (2) 于 翌 一 二 过 十 2r 十 C 
(3) 2er 十 3ln |z| 十 C (4) 3arctan x—2arcsin x+C 
.GD 二 ee 十 C (2) 一 言 (3 一 22) 十 C 


(4) 于 mmz+C 


B 组 (能 力 提高 训练 ) 


于 


(3) 一 了 0 


4 (Ba arctan wd 


(4) tan x—secz+t+C 


(6) —eot x—tan z+C 
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3 i < 
4 Sin 工 
时 
(3) —e* +C (4) 一 二 cos z+C 
C5 去 V3E 下 3H+C (6) 到 (arcsin z)? 十 C 
Kh (8) 工 sins 一 二 sinrz 十 C 
Pad Es 本 人 


(9) 对 VOUTz VOUT 和 /Ein tr /BC 


QD 训 YF-3 钴 43ln 11+ 涯 |+C (12) 3 74—6 Yz+6ln (1+Yz)+C 


013) arcsin z+z Vi 一 二 十 C (4 In| VIT 二 +zl 十 C 

(15) Vz 一 1 一 arccos 二 +C (16) 2 arcsin . 5 V9 一 对 十 C 
4. (1) 一 zcosZ 十 sinz 十 C ¢2) ol 二 一 2 二 22TeC 

(3) zarcsin z+ V1l—z’+C (4) —e*(z+1)+C 

K5) 一 于 zeos 2z 十 寺 sin 2z 十 C (6) 土 eGsin x— eoas)+C 

综合 实 训 4 
Xx? 

1. (1) y=x’*—4 (2) 一 CO 十 CT (C3) $e™ (4) te 


C5 一 本 十 C (6) arctan f(x)+C 


2. (1)C (2)C (3)B (4) D (5) 也 


2 Fa 32 加 
3 te toate (2) 一 2cos Vz+C 
(3) FIn 13 十 4sin zx| 十 C (4) arctan e*+C 
E3 L 无 一 中 
(5) 2 VE 十 1 十 C Mr 二 下 |+c 
(7) 一 二 cos 这 十 已 (8) 诗 z* 一 z+2arctan z+C 
ltw 
(9) 2 VzTI 一 2in (1 十 Vz 二 iD 十 C 人 
路 
dD 于 -十 二 zsin 2z 十 于 cos2z+C C1: ltl We ea 
V1 十 时 一 1 
Ci 本 | 二 一 | 十 G (14) 2(Vzsin Vz 十 cos Vz) 十 C 
ViITE+1l I 
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c= Su 0 ,97 
.V+ 而 
实践 模块 5. 1 
A 组 (基础 训练 ) 


b 

是， ) 6—a, | dz (2) | r+ Dd (y= 
。 

: C1) 0 (2) 2 

B 组 (能 力 提高 训练 ) 


:1 (2) > 的 > ta 


机 
. WoO<| nadr <e-1 WW1<[rd<s 
1 1 


本 人 十 兄 
号 攻 ) 斑 (2) 4 
V2 1 
> 六 让 (25 一 227)dz 《2 | eeyde 
1 1 
‘| (wz 一 z2)dz (GD | (er 一 ez)dz 
0 0 
实践 模块 5.2 
A 组 (基础 训练 ) 
: (1) We/B=1) (2) ln2 (3) e 一 1 [和 
. (1) 4 一 2arctan7 (2) 2(V3 一 1) 
2 
= 和 [0 
e 4 


B 组 (能 力 提高 训练 ) 


T 开 
:LY 了 (2) 3 
21 9 
(3) 8 (4) 1 十 可 
T 开 
(1) 2 2 (2) arctan e 4 
(3) 3 一 村 (4) 1 一 e 去 
bg 区 
(1) EE (2) 1 
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Cy rb 
2 e 
实践 模块 5.3 
A 组 (基础 训练 ) 
1 31 _ 5 9 全 
5 人 的 有 (5) 5 
3 工 DE 512 
Og 
B 组 (能 力 提高 训练 
. S=4 
77. 26 
综合 实 训 5 
rb 
mb | (2) | 7rcodz (3)3 (4)4 (5)1 (6) 0 
和 (3)D (4) A (5)D 
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